
28 èþíÿ 2015 ã.

Ñóììû êâàäðàòîâ-II. Òåîðåìà Ôåðìà-Ýéëåðà

Çàäà÷à 1 (1 áàëë). Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n â âèäå ñóììû äâóõ
êâàäðàòîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà 2n â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 2. a) (1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî ìèíèìàëüíûì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì n, êîòîðîå êðàòíî a+ bi ÿâëÿåòñÿ a2 + b2.

b) (1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ãàóññîâî ÷èñëî u = c+ di òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà n êðàòíî
c2 + d2

ÍÎÄ(c, d)
.

Çàäà÷à 3 (1 áàëë). Äîêàæèòå, íå âû÷èñëÿÿ ÿâíî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, ÷òî ÷èñëî
1000009 = 2352 + 9722 ñîñòàâíîå.

Çàäà÷à 4 (Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âèëüñîíà, 2 áàëëà). Ðàññìîòðèì íà
ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê A1A2 . . . Ap. Ïóñòü M � êîëè÷åñòâî âñåõ çàìêíóòûõ p-
çâåííûõ ëîìàííûõ ñ êîíöàìè â A1, . . . , Ap,Ms � êîëè÷åñòâî ëîìàííûõ, êîòîðûå ïåðåõîäÿò
â ñåáÿ ïðè ïîâîðîòå íà êàêîé-òî íåíóëåâîé óãîë âèäà 2πk

p
, Ma � êîëè÷åñòâî îñòàëüíûõ

ëîìàííûõ. Íàéäèòå M , Ms è äîêàæèòå, ÷òî Ma
...p. Âûâåäèòå îòñþäà òåîðåìó Âèëüñîíà.

Çàäà÷à 5. Çàêîí÷èòå �äîêàçàòåëüñòâî èç Êíèãè� ïðåäñòàâèìîñòè ïðîñòîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà p = 4n+ 1 â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ:
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîM ðåøåíèé (x, y, z) óðàâíåíèÿ x2+4yz = p (p = 4k+1 � ïðîñòîå)

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ðàññìîòðèì íà äâà îòîáðàæåíèÿ f1, f2 : M →M :

f1 : (x, y, z)→ (x, z, y)

f2(x, y, z) =


(x+ 2z, z, y − x− z), x < y − z

(2y − x, y, x− y + z), y − z < x2y

(x− 2y, xy + z, y), x > 2y

a) (1 áàëë) Äîêàæèòå, ÷òî f2 îòîáðàæàåò M â M è f2 : f2 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

b) (2 áàëëà) Íàéäèòå íåïîäâèæíûå òî÷êè f2. Äîêàæèòå, ÷òî |M | íå÷åòíî.
c) (1 áàëë) Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè ÷èñëà p â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ,
íàéäÿ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ó îòîáðàæåíèÿ f1.
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