
Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï, ÷àñòü 2

Ëèñòîê 2

Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï, íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû.
Ôàêòîðãðóïïû è òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå. Ñâîáîäíûå

ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå Φ èç ãðóïïû G â ãðóïïó H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì

èç G â H, åñëè
∀x, y ∈ G Φ(xy) = Φ(x)Φ(y).

Çàäà÷à 1. Îïèøèòå âñå ãîìîìîðôèçìû èç ãðóïïû G â ãðóïïó H, åñëè
à) G = Z6, H = Z9;
á) G = Z12 ⊕ Z3, H = Z6 ⊕ Z8;
â) G = Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3, H = Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z3;
ã) G = Z2 ⊕ Z4 ⊕ Z8, H = Z4 ⊕ Z.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî h ∈ H
è ëþáîãî g ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ghg−1 ∈ H.

Çàäà÷à 2. à) Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå S3.
á) Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå S4.
â) Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå A4.
ã) Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîãðóïïû â ãðóïïàõ Sn, n > 5.

Îïðåäåëåíèå 3. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà Φ : G→ H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{g ∈ G | Φ(g) = e}.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â ãðóïïå G, à ïîäãðóïïà K íîðìàëüíà â ãðóï-
ïå H. Âåðíî ëè, ÷òî K íîðìàëüíà â G?

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû. Âåðíî ëè îáðàò-
íîå óòâåðæäåíèå (åñëè â íåêîòîðîé ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû, òî îíà àáåëåâà)?

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ôàêòîð-ãðóïïîé

G/H ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {gH | g ∈ G} ëåâûõ ñìåæíûõ
êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H ñ îïåðàöèåé g1H · g2H = (g1g2)H.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 4, à èìåííî, äîêàæèòå, ÷òî ââåäåííàÿ
îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå G/H îïðåäåëåíà êîððåêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H íîð-
ìàëüíà â G. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Çàäà÷à 8 (Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå). Åñëè ϕ : G → H � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì ãðóïï, òî

H ∼= G/Kerϕ.
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Çàäà÷à 9. Íàéäèòå ôàêòîð-ãðóïïó G/H ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H, åñëè
à) G = Sn, H = An;
á) G = S4, H = V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)};
â) G = R, H = Z.

Çàäà÷à 10. Íàéäèòå âñå ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû (Q,+) â ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íóþ ãðóï-
ïó.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 5 âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû An � ýòî åäè-
íè÷íàÿ è îíà ñàìà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãðóïïà F = F (X) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé íà ìíîæåñòâîì X, åñëè îíà
ñîñòîèò èç �ñëîâ�

xαi
i1
xα2
i2
. . . xαn

in
, xi1 , . . . , xin ∈ X, α1, . . . , αn = ±1,

ñ îïåðàöèåé êîíêàòåíàöèè è åäèíèöåé, ñîñòîÿùåé èç ïóñòîãî ñëîâà ε. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ
ñâîáîäíîé, åñëè îíà ñâîáîäíà íàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì X.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïûG, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì Y , äëÿ ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕ : X → Y ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ãîìîìîðôèçì F (X)→ G, ÿâëÿþùèéñÿ
ïðîäîëæåíèåì îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé íåêîòîðîé ñâîáîäíîé
ãðóïïû ïî åå ïîäãðóïïå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü � àáåëåâà ãðóïïà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

{a1, a2, . . . , ak} ⊆ A

ïîðîæäàåò A, åñëè

∀a ∈ A ∃n1, n2 . . . , nk ∈ Z : a = a1n1 + a2n2 + . . .+ aknk.

Ìíîæåñòâî a1, a2, . . . , ak íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ (îáðàçóþùèõ ). Åñëè îíî
êîíå÷íî, òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé. Áóäåì ïèñàòü A = 〈a1, a2, . . . , ak〉.
Îïðåäåëåíèå 7. Íàçîâåì ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {a1, a2, . . . , ak} ⊆ A íåçàâèñèìîé, åñëè èç
óñëîâèÿ a1n1 + a2n2 + . . .+ aknk = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∀i ni = 0.

Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {a1, a2, . . . , ak} ⊆ A ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé è
ïîðîæäàåò àáåëåâó ãðóïïó A, òî îíà íàçûâàåòñÿ áàçèñîì.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü A = 〈a1, a2, . . . , am〉, à ýëåìåíòû {b1, b2, . . . , bk} îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó. Äîêàæèòå, ÷òî m > k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî m < k. Òàê êàê A = 〈a1, a2, . . . , am〉,
òî ýëåìåíòû bi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , am. Òàêèì îáðàçîì,

b1 = α11a1 + · · ·+ α1kak,

. . .

bm = αm1a1 + · · ·+ αmkak

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ αij.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
0 = α11x1 + · · ·+ αm1xm,

. . .

0 = α1kx1 + . . . αmkxm.

Òàê êàêm < k, òî óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì íåèçâåñòíûõ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå (ðà-
öèîíàëüíîå) ðåøåíèå (β0

1 , . . . , β
0
m). Òàê êàê ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èç ðàöèîíàëüíîãî ðåøåíèÿ (óìíîæåíèåì) ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (β1, . . . , βm).

Òîãäà
m∑
i=1

βibi =
m∑
i=1

βi

k∑
j=1

αijaj =
k∑
j=1

aj

m∑
i=1

αijβi = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýëåìåíòû b1, . . . , bm çàâèñèìû, è ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áåç êðó÷åíèÿ, åñëè êàæäûé åå íååäèíè÷-
íûé ýëåìåíò èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 10. Äëÿ ñîîòíîøåíèÿ

a1n1 + a2n2 + . . .+ aknk = 0, ni 6= 0

íàçîâåì âûñîòîé ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷èñëî min{|ni| | i = 1, . . . , k}. Ñîîòíîøåíèå òàêîãî
âèäà íà ýëåìåíòû {a1, a2, . . . , ak} áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì, åñëè åãî âûñîòà ìèíè-
ìàëüíà ñðåäè âñåõ âûñîò ñîîòíîøåíèé íà {a1, a2, . . . , ak}.
Çàäà÷à 16. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a1n1 + a2n2 +
. . .+ aknk = 0 � ìèíèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå, òî ÍÎÄ(n1, n2, . . . , nk) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ÍÎÄ(n1, n2, . . . , nk) = d, d > 1. Òîãäà
d(a1m1 + a2m2 + . . .+ akmk) = 0, ãäå mi = ni/d. Ïðè ýòîì èç ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
a1m1 + a2m2 + . . .+ akmk 6= 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ãðóïïå A íåò êðó÷åíèÿ.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü {a1, a2, . . . , ak} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû A, a1n1 + a2n2 + . . . +
aknk = 0 � ñîîòíîøåíèå âûñîòû 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî nk = 1.
Äîêàæèòå òîãäà, ÷òî A = 〈a1, a2, . . . , ak−1〉.
Çàäà÷à 18. Åñëè âûñîòà ìèíèìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû îáðàçóþùèõ àáåëåâîé ãðóï-
ïû A áåç êðó÷åíèÿ {a1, a2, . . . , ak} ðàâíà h > 1, òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ
{a′1, a′2, . . . , a′k}, âûñîòà ìèíèìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ êîòîðîé ñòðîãî ìåíüøå h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìèíèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ îáðàçóþùèõ {a1, a2, . . . , ak} èìååò
âèä a1n1 +a2n2 + . . .+aknk = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n1 = h. Ïî
çàäà÷å 16 ñóùåñòâóåò íîìåð i > 1 òàêîé, ÷òî ni íå äåëèòñÿ íà h. Îïÿòü æå áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = 2. Ïóñòü òîãäà n2 = kh + r, ãäå r < h. Òàêèì îáðàçîì,
ìèíèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåòñÿ êàê 0 = a1 · h + a2(kh + r) + . . . + aknk = (a1 +
ka2)h+ a2 · r + . . . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå ñ ìåíüøåé âûñîòîé.
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Çàäà÷à 19. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî
à) âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ èìååò áàçèñ;
á) âñå áàçèñû äàííîé ãðóïïû ðàâíîìîùíû (èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó ïîðîæäàþùèõ.
Áàçà î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ: A = 〈a1, . . . , ak〉. Åñëè ñîîòíîøåíèé íà a1, . . . , ak íåò, òî ãðóïïà
A ñâîáîäíà. Ïóñòü ñîîòíîøåíèå íà a1, . . . , ak ñóùåñòâóåò. Åñëè îíî èìååò âûñîòó 1, òî ïî
çàäà÷å 17 ãðóïïà A ïîðîæäàåòñÿ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì îáðàçóþùèõ, è ìû ìîæåì ïðèìå-
íèòü èíäóêöèþ. Åñëè ñîîòíîøåíèå èìååò âûñîòó h > 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíûìè çàìåíàìè
îáðàçóþùèõ ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ñîîòíîøåíèþ âûñîòû 1 è äàëåå ïðèìåíèòü èíäóêöèþ.

á) Ðàâíîìîùíîñòü âñåõ áàçèñîâ ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû î÷å-
âèäíî ñëåäóåò èç çàäà÷è 15, òàê êàê êàæäûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ è ïðè
ýòîì íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé.

Çàäà÷à 20. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ñ÷åòíî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ èìååò
áàçèñ?

Çàäà÷à 21. à) Êàêèå èç ãðóïï (R,+), (R∗, ·), (R∗+, ·), (Q,+), (Q∗, ·), (Q∗+, ·) èçîìîðôíû?
á) Íàéäèòå âñå ïàðû ãðóïï G1, G2 èç ýòîãî ñïèñêà, äëÿ êîòîðûõ â G2 ñóùåñòâóåò

ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ G1.
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