
Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï

Ëåêöèÿ 1

Çàäà÷à 1 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî a

(ap − a)
... p.

Çàäà÷à 2. Ê êóáèêó Ðóáèêà ïðèìåíèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî,
ïðèìåíÿÿ åå íåñêîëüêî ðàç, ìîæíî ïðèâåñòè êóáèê â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ∀x, y, z ∈ G (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (àññîöèàòèâíîñòü);
2) ∃e ∈ G ∀x ∈ G e ∗ x = x ∗ e = x (ýëåìåíò e íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû G);
3) ∀x ∈ G ∃y ∈ G x∗y = y∗x = e (ýëåìåíò y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äëÿ x è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç x−1).
Çíàê ∗ ÷àñòî îïóñêàåòñÿ, ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ∗ ê ýëåìåíòàì x è y çàïèñû-

âàåòñÿ ÷åðåç xy.

Çàäà÷à 3. ßâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâà N,Z ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ? À ïî óìíîæåíèþ?

Çàäà÷à 4. ßâëÿþòñÿ ëè óêàçàííûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè ãðóïïàìè?
à) ÷èñëà {0, 1, 2, . . . , n− 2, n− 1} ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n;
á) ÷èñëà {0, 1, 2, . . . , n− 2, n− 1} ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n;
â) ÷èñëà {1, 2, . . . , n− 2, n− 1} ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n?

Çàäà÷à 5. Êàêèå èç óêàçàííûõ íèæå ñîâîêóïíîñòåé îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâàM = {1, 2, . . . , n}
â ñåáÿ îáðàçóþò (îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè) ãðóïïó

à) ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé;
á) ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé?

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðóïïà èç ïóíêòà á) ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïîäñòà-

íîâîê ïîðÿäêà n è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn.

Åñëè â ãðóïïå G äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè

∀x, y ∈ G x ∗ y = y ∗ x,
òî G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàäà÷à 6. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà Sn àáåëåâîé?

Çàäà÷à 7. Â ëþáîé ãðóïïå åäèíèöà åäèíñòâåííà.

Çàäà÷à 8. Â ãðóïïå G äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ax = b (xa = b)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ãðóïïû (G, ∗) è (H, ◦) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ : G→ H òàêîå, ÷òî

∀x, y ∈ G Φ(x ∗ y) = Φ(x) ◦ Φ(y).

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå ðàçëè÷íûå (íå èçîìîðôíûå) ìåæäó ñîáîé ãðóïïû èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ è ïðèäóìàéòå èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.
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