
Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðóïï

Ëåêöèÿ 2

Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè

∀x, y ∈ H xy ∈ H ∧ x−1 ∈ H.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊂ G : e ∈ H.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë (Z,+).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, g ∈ G. Òîãäà ïðàâûì (ëåâûì) ñìåæ-

íûì êëàññîì ýëåìåíòà g ïî ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

gH = {gh | h ∈ H} (Hg = {hg | h ∈ H}).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü G � ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà, g1, g2 ∈ G. Òîãäà ëèáî g1H = g2H, ëèáî
g1H ∩ g2H = ∅.
Çàäà÷à 4 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � åå ïîäãðóïïà, òî
êîëè÷åñòâî ïðàâûõ (ëåâûõ) ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H ðàâíî G : H (ýòî êîëè÷åñòâî íàçû-
âàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n > 0 òàêîå, ÷òî gn = e. Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóþò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê
ýëåìåíòà g áåñêîíå÷åí.

Çàäà÷à 5. Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Çàäà÷à 6 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, âåðíî

ap−1 ≡ 1 mod p.
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