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Êðèâàÿ Ïåàíî è ëåñòíèöà Êàíòîðà

Çàäà÷à 1. Ïóñòü pn : [0, 1] → [0, 1]2 � çìåÿùèåñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà
ëåêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî:

a) ïðè âñåõ t ∈ [0, 1] ñóùåñòâóåò p(t) = lim
n→∞

pn(t);

b)ôóíêöèÿ p(t) íåïðåðûâíà;

c)ôóíêöèÿ p(t) : [0, 1]→ [0, 1]2 ñþðúåêòèâíà.

d∗)Äèôôåðåíöèðóåìà ëè p(t)?
Çàäà÷à 2. Ïóñòü A ∈ [0, 1]2 � òî÷êà.

a)Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîæåñòâî p−1(A)? Îïèøèòå âñå ñëó÷àè.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî µ({A ∈ [0, 1]2 | p−1(A) � òî÷êà}) = 1.
Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî p(X) èçìåðèìî è èìååò ìåðó µ(X), ãäå X ⊂ [0, 1] �

a) îòðåçîê,

b) ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî.
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, è òàê äàëåå: íà êàæäîì èíòåðâàëå, âûêèäûâàåìîì

ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Êàíòîðà, ôóíêöèÿ Êàíòîðà ïîñòîÿííà è ðàâíà ñðåäíåìó àðèô-
ìåòè÷åñêîìó ìåæäó çíà÷åíèÿìè íà ñîñåäíèõ óæå âûêèíóòûõ èíòåðâàëàõ. Íà îñòàâøåìñÿ
ìíîæåñòâà Êàíòîðà K(x) äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî K(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà, ìîíîòîííà è ñþðúåê-
òèâíà.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ 1

2
(K(x) + x) íåïðåðûâíà, ñòðîãî ìîíîòîííà è îñóùåñòâ-

ëÿåò áèåêöèþ [0, 1]→ [0, 1].
Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå K(a/b) äëÿ 0 6 a 6 b 6 5.
Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå K−1(a/b) äëÿ 0 6 a 6 b 6 5.
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