
30 èþíÿ 2015 ã.

Ñóììû êâàäðàòîâ-III. Êâàòåðíèîíû

Çàäà÷à 1 (2 áàëëà). Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëà n ∈ N â âèäå ñóììû
äâóõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî 4(d1 − d3), ãäå d1 (ñîîòâåòñòâåííî d3) � êîëè÷åñòâî
íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n âèäà 4k + 1 (ñîîòâåòñòâåííî 4k + 3).

Îïðåäåëåíèå. Êâàòåðíèîíàìè H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âûðàæåíèé âèäà {u = a + bi +
cj + dk | a, b, c ∈ R}. Ñêëàäûâàþòñÿ êâàòåðíèîíû ïîêîìïîíåíòíî, ïåðåìíîæàþòñÿ ïóòåì
îáû÷íîãî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ñ ó÷åòîì ïðàâèë: i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j,
ji = −k, kj = −i, ik = −j. Ñîïðÿæåííûì êâàòåðíèîíîì ê u = a + bi + cj + dk íàçûâàåòñÿ
ū = a−bi−cj−dk. Íîðìîé êâàòåðíèîíà u = a+bi+cj+dk íàçûâàåòñÿN(u) = a2+b2+c2+d2.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî a) (1 áàëë) óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíî; b) (1 áàëë)
u · v = v̄ · ū; c) (1 áàëë) N(u) = u · ū = ū · u; d) (1 áàëë) åñëè êâàòåðíèîí u êîììóòèðóåò
ñî âñåìè êâàòåðíèîíàìè, òî u = a ∈ R; e) (2 áàëëà) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êâàòåðíèîíîâ
îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Çàäà÷à 3 (1 áàëë). Âûïèøèòå ÿâíî òîæäåñòâî Ýéëåðà î ÷åòûðåõ êâàäðàòàõ.

Çàäà÷à 4 (2 áàëëà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p íàéäóòñÿ òàêèå a è b,
÷òî a2 + b2 + 1 êðàòíî p.

Hint: ðàññìîòðèòå ìíîæåñòâà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p: X = {k2 | k = 0, 1, . . . , p−1
2 } è Y = {−1 − k2 | k =

0, 1, . . . , p−1
2 } è ïîêàæèòå, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ.
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