
Равномощность множеств.
Оцределение. Множества А и В равномощны, если существует взаимно 
однозначная функция £ : А  ß . Множество А счетно , если оно
равномощно множеству IN .

1°. Доказать равномощность интервала ]0,1 и прямой (R* .
2°. Доказать равномощность интервала ]0ДЦ и отрезка [ОД^ .

(Если эта задача окажется трудной, см. ниже задачу № 9)
3е. Доказать счетность множества JL целых чисел и множества ©  

рациональных чисел.
4°. Доказать счетность множества всех конечных последовательностей 

натуральных чисел.
5. Доказать равномощность множества всех бесконечных после­

довательностей 0 и I и множества ^ом всех последовательностей из 
0,1,2,3.

Как говорят, отношение "быть равномощными" является отношением эк­
вивалентности. Это означает, что оно рефлексивно (каждое множество рав­
номощно самому себе), симметрично (если А равномощно В , то В 
равномощно А ) и транзитивно (если А равномощно В , В равномощ­
но С , то А равномощно С ).

6. (а)0Объединение двух счетных множеств счетно. (б)°Объединение
A1 уAz и... и Ü... счетного числа счетных множеств счетно.

7? Бесконечное подмножество счетного множества счётно.
8°. Всякое бесконечное множество содержит счетное подмножество.

9? Доказать, что если А бесконечно, а В конечно или счетно, то 
A U В равномощно А. (Указание. Использовать 8.)

10°. Доказать, что множества [ОД] и[0,1]и(2,3] равномощны.
11. Доказать, что если А и В счетны, то множество Ах В ,

состоящее из всех пар <а, £>  с ,  ̂6 ß , счетно.
12. Доказать, что множество всех конечных подмножеств счетного 

множества счетно.
13? Имеется некоторое множество непересекающихся интервалов, вло­

женных в отрезок Год] • Доказать, что оно конечно или счетно.
Счетные множества являются "наименьшими" среди бесконечных множе­

ств. Следующая задача показывает, что далеко не все бесконечные множе­
ства счетны.

14? Доказать, что множество А 0 всех бесконечных последова­
тельностей 0 и Î несчетно. (Указание. (Желающие решать задачу сами не 
должны его читать!) Пусть это множество счетно и мы занумеровали все 
последовательности 0 и I: первая, вторая,... Как теперь построить пос­
ледовательность, которую мы пропустили? Постройте последовательность, 
которая отличается от I -ой на L-ом месте.)
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Множества, равномощные множеству всех бесконечных последовательностей 
О и I, называются множествами мощности континуума.

157 Доказать, что множество всех подмножеств множества имеет
мощность континуума.

'01 * А16. Доказать, что множество 'чм ' имеет мощность континуума. ___  , бесконечных «177 Доказать, что множество всеЗ? последовательностей 0,1,2 имеет
мощность континуума■у*-18. Доказать, что множества 
равномощны.

и
При решении задач 17 и 18, так же как и в некоторых следующих за­

дачах, может оказаться полезной такая
Теорема (Кантор, Бернштейн) Пусть А и В два множества. 

Если А равномощно некоторому подмножеству множества В, а В равно­
мощно некоторому подмножеству Aj множества А, то множества А и В 
равномощны.

Эта теорема довольно трудная. Ей разрешается пользоваться без дока­
зательства. См. также задачу 26.

19?”* Доказать, что [ 1 il имеет мощность континуума. (Принять
без доказательства, что каждое действительное число от 0 до 1 однознач­
но задается бесконечной десятичной дробью, не имеющей 9 в периоде.)

20?* Доказать, что квадрат (внутренность U граница) имеет мощность
континуума.

21? Доказать, что если X
X V Y  и X * Yмножества

и Y  имеют мощность континуума, то 
имеют мощность континуума.

22. Доказать, что множество всех бесконечных последовательностей
натуральных чисел имеет мощность континуума.

23?*Доказать, что множество всех бесконечных последовательностей 
действительных чисел имеет мощность континуума.

24. Доказать, что если квадрат представлен в виде объединения 
двух множеств X и У , то хотя бы одно из них имеет мощность кон­
тинуума.

Следующая теорема показывает, что для любого множества А можно 
построить множество "большей" мощности (смысл слова "больше" мы пока не 
уточняем).

25. **Теорема Кантора. Докажите, что множество А и множество
VС А') вс ох подмножеств множества А не равномощны, каково бы ни

было множество А . (Указание. Пусть £ - вложение А в 34 А) ;
покажите, что ^ - не наложение, рассмотрев множество {ос | х <{ £(ос)} .)

Частным случаем этой теоремы является утверждение задачи 14. (Почему
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26. Докажите теорему Кантора - Бернштейна. Указание. Пусть 
{ : А —» В-* и j: Б-»АЛ£ А - взаимно однозначные функции.

Цусть еА . Определим последовательность х 0 , положив
Ob - - прообраз ос0 при отображении , эех- прообраз эс±

при отображении { , х 3 — прообраз при отображении £ и т.д. 
Если построение оборвется на -п -ом шаге, то есть если з*л+1 постро­
ить не удастся, будем называть YI порядком элемента X  . Если по­
строение будет продолжаться неограниченно долго, то назовем X  эле­
ментом бесконечного порядка. Пусть А̂ ^,, А„еч и А^ес - множества эле­
ментов четного, нечетного и бесконечного порядков (соответственно) 
в А, а Вчет, Вш ч  и Böec - аналогичным образом оцределенные подмно­
жества в В. Докажите, что £ устанавливает взаимно однозначное 
соответствие между Ачет и Внеч, - между Вчет и Ацеч , и лю­
бая из функций /  и cĵ- между Aöec и BöeQ. Выведите отсюда утвер­
ждение теоремы Кантора - Бернштейна.

*
27t* Назовем восьмеркой объединение двух касающихся (внейним 

образом) окружностей. Пусть на плоскости задано множество восьмерок, 
никакие две из которых не пересекаются. Доказать, что эт® мнежеетво 
конечно или счетно.

28t* Имеется счетное множество А и некоторое семейство подмно­
жеств этого множества. Может ли оно быть несчетным, если:

(а) любые два элемента семейства имеют конечное пересечение;
(б) для любых двух элементов X,Y семейства X^Y или Y ^ X  ;
(в) для любых двух элементов X , Y семейства множество 

(X чУ) у (у ч у) конечно ?
у у О29. Доказать, что множество всех функций f : несчетно

и не имеет мощности континуума.


