
Целые числа: еще несколько задач.
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1. В треугольнике каждое число равно сумме 
трех стоящих над ним. Доказать, что в каждой 
строке, начиная с третьей, есть четное число.

2. а) Доказать, что при всяком целом К число К' - К делится на 7. 
б) Доказать, что при всяком целом К и простом р число Кр-К делится на р

3. Доказать, что число I + 1/2 + 1/3 +...+ I/К не является целым 
ни при каком натуральном К.

4. Доказать, что если Р - простое число, большее 3, то число Р2 
дает при делении на 24 остаток I.

5. Доказать, что если Ар...,Ар - целые числа, то произведение
всех дробей вида (А^-А^)/(К-М) - целое число. (В произведение входят
дроби при всех К,М, при которых ШКК<Р .)

6. Доказать, что произведение четырех последовательных целых чисел 
в сумме с единицей всегда дает точный квадрат.

7. Имеется 101 целое положительное число, все они не больше 200. 
Доказать, что среди них можно выбрать два числа, одно из которых де­
лится на второе.

8. Шахматист играет не менее одной партии в день и не более две­
надцати в неделю. Доказать, что можно найти несколько таких дней, 
идущих подряд, за которые он сыграет ровно 20 партий.

9. Доказать, что -К..+ Ä  + t-prl
где “tl - число делителей целого числа  ̂ , а С A3 - целая часть А .

10. Обозначим через (А) ближайшее к А целое число (если их два, 
то берем большее). Доказать, что если К - натуральное число, то

N *  С? ) + ( * ) + Ф + . . .
(сумма продолжается, пока не кончатся ненулевые слагаемые).

11. Найти четырехзначное число вида MSB , являющееся точным 
квадратом.

12. Найти все пары целых чисел , ^  , для которых:
а) осу. - ; б) U ос + 0/1 -

13. Числа А и В целые, причем А^В2: 21. Доказать, что 
А2 + В2 ; 441 (= 2I2).

14. Числа р и простые. Сколько существует натуральных чи­
сел от I до pty , взаимно простых с ?

15. Доказать, что п[ '/2,14 при
16. Доказать, что существует число вида III...III, делящееся на

1983.
17. Пронумеруем подряд все простые числа, начиная с числа 5 (счи­

тая его первым). Доказать, что каждое число будет больше своего утро/ 
енного номера.

18. Доказать, что любое рациональное число между 0 и I можно пред­ставить как сумму обратных величин различных целых чисел.
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19. Числа Р и 2Р + I - простые, Р больше 3. Доказать, что 
число ЗР + I - составное.

20. Доказать, что уравнение АХ + БУ AB не имеет решений в 
целых положительных числах, если А и В - взаимно простые целые поло­
жительные числа.

21. Доказать, что среди 16 последовательных натуральных чисел 
всегда есть число, взаимно простое с остальными, а среди 17 - не 
всегда.

22. Доказать, что если между цифрами числа 1331 вставить по 
равному количеству нулей, то получится точный куб.

23. Доказать, что выражения 2Х + ЗУ и 9Х + 5У делятся на 17 
при одних и тех же целых числах X и У.

24. Найти все натуральные числа К, при которых число 2 ^ + 1  
делится на 3.

25. Доказать, что если А и В - положительные целые числа, то 
число членов последовательности А, 2А, ЗА,..., ВА , делящихся на В, 
равно Н0Д(А,В).

26. Доказать, что при любом натуральном К число 5К + 2• 3^“  ̂+ I
делится на 8. гцелых>27. По кругу написано 2 тчисел. С ними многократно проделывают
такую операцию: между каждыми двумя числами пишут их сумму, а исход­
ные числа стирают. Доказать, что через некоторое время останутся 
только четные числа. (Рассмотрите сначала малые значения к .)

✓•Ь 3 ^ 4  л7> 18( ) 9 II ( )6 - 7  VI3' 22 —  24
^  натуральных чисел

к=2 л
2 3 v4y Пример к задаче 27

28. В ряд выписаны 2 натуральных чисел. Известно, что если 
выписать все простые множители этих чисел, то среди них будет не более 
К различных. Доказать, что из данного ряда можно выбрать несколько сто­
ящих подряд чисел так, чтобы их произведение было точным квадратом.

29. При каких К число (К - I) ! не делится на К ?
30. Цусть , £, с , d - такие целые числа, что систе­

ма уравнений аосч-ij cot + dÿ, — ^  при всех
и р имеет целочисленные решения. Доказать, что - #с) = 1.

31. Разобьем числа 1,2,3,4,5 любым способом на две группы. 
Доказать, что в одной из двух групп всегда можно найти два числа, 
разность которых будет совпадать с одним из чисел той же группы.

32. Сумма цифр натурального числа не меняется при умножении 
числа на 5. Доказать, что число делится на 9.

33. Число III...III (А единиц) делится на число III...III (В 
единиц)* Доказать, что А делится на В.


