
Ц е л ы е  ч и с л а
I. Делимость,

Напоминания. (Буквы CL , $ ... обозначают целые числа.) Говорят, 
что Я  делится на £ , если существует такое С , что 0.-6'С. 
Вместо " а делится на £ " говорят также " Я кратно 6 ", " 
делит О ", " $ - делитель Я". Пишут так: (читается:
Ol делится на $ ) и а ^ £ ( Я н е  делится на ).

Верны ли такие утверждения (задачи 1-2):
1. (а) Если 0\С и &\с, то 4 е И Я- 

(б) Если Я  /Си в / С, то о+ё /С . (в) Если 0L '/с и
то (X + £ у с.. (г) Если а 6 \ с, то а \ с или е. .

2. (а) Если а • 15, ^  \ 21, то • 315 (=15-21).
(б) если ' Ci : 15, Я  • 21, то Я < 315.

Докажите (задачи 3-6), что ^
3. Если Я 2 :(а+£), то (Указание, “

= (а-eé )(л-€).)
4. При любом 71 число 71 (''ft-г 1) четно (=делится на 2).
5. При любых (X ж 6число делится на
6? При любых 71 число делится на 33.
7? Пиело а четно и не делится на 4. Доказать, что количе­

ство четных делителей числа Я . равно количеству нечетных дели­
телей числа Я  ( Укаъоцилл :

2. Остатки. \jU%aJUUUL
Напоминания. Пусть (X ) £ - любые (целые) числа, £ >0. Число Я 
можно разделить с остатком на £, то есть представить в виде 

(X = & - £-t- , где О < Такое представление 
единственно. Здесь называется неполным частным. 7: - остатком.

Пример. Числа 25 и -5 дают при делении на 6 остаток I.
1. Нарисовать все числа от - 20 до 20, дающие остаток 2 при 

делении на 7.
2. Найти остаток от деления числа (- 150)на 19.
3. При делении 100 на Я получили остаток 6. Рийиа/яЗ.

(Дать обоснованный ответ.) иа^ог^тГ
4. Доказать, что (остатки от деления Я и в на С равны)
0 - £  I с)
5. Доказать, что числа tu и 7 P О н  дают одинаковые остат­

ки при делении на II.
6. *(а) Число Я  дает при делении на 5 остаток 2 , число ъ

- остаток 4. Какие остатки дают (при делении на 5) числа а 4 ̂  
и Я -ê (ответ и обоснование)?
(б) Заполнить таблицы, указывающие остатки 
от деления на 5 чисел & ч £  и 
(остатки от деления Я и é 
горизонтали и вертикали).

указаны по
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Остатки (продолжение)

(в) Какие остатки могут давать точные квадраты при делении на 5 ?
(г) х Доказать, что Os* и &  дают одинаковые остатки при делении
на 5. (д) Пользуясь таблицей, докажите, что если , то
(X \ Ь или é: 5“.

Задача 6 показывает, что для нахождения остатков от деления 
Сl+é и Я ' й н а б н е  нужно знать сами <х и : достаточно 
знать их остатки. (Разумеется, 5 можно заменить на любое число.)

7. Доказать, что любое натуральное число дает такой же оста­
ток при делении на 9, как и сумма его цифр. Вывести отсюда призна­
ки делимости на 9 и на 3.

8. Найти остаток от деления Зп^ч- на при
1г =I, 2, 3, 4,...

9. Найти остаток (а) от деления 3 ^  на 7; (б) от деления 
8^ н а  7.

10. Было 7 кусков бумаги. Некоторые из них разрезали на 7 
кусков. После этого некоторые из получившихся кусков снова разре­
зали на 7 кусков и так сделали несколько раз. Могло ли получиться 
1983 куска?

11. Какой остаток дает число Ф  4 3-л + 5" при делении 
на 4Н-1 при п  = 0, I, 2, 3,...?

12. Доказать, что из любых 8 целых чисел можно выбрать 2 таких, 
что их разность делится на 7.

13. (а) Верно ли, что из любых 100 чисел можно выбрать 15 
таких, что разность любых двух из выбранных делится на 7 ?
(б) Тот же вопрос для 16 чисел вместо 15. (в) Верно ли, что из 
100 чисел всегда можно выбрать 2 таких, у которых сумма делится на 
7 ?

14. Может ли число делиться на 8, а при делении на 12 давать 
остаток 10 ?

15? Даны 1982 числа. Доказать, что можно выбрать несколько 
из них так, чтобы сумма выбранных делилась на 1982.

3. Простые числа.
Напоминания. Положительноечисло р называется простым, если у 
него нет делителей, кроме ± ± ж и (Таким обра­
зом, I не считается простым числом.) Число, не являющееся простым 
и не равное I, называется составным. Всякое положительное число 
можно разложить в произведение простых: если (X 
не простое, то Ci имеет делитель Щ  , т.е.
X =уу\. fl ; можно считать ' у  оесли

1 * » V \ ч ' ' » *
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1U  и ü  уже простые, то все доказано, если нет, то разложим их 
дальше и т.д. (Процесс кончится, так как числа уменьшаются!) Как 
мы докажем впоследствии (п. 6), разложение на простые множители 
однозначно (любые два разложения одного и того же числа отличаются 
лишь порядком сомножителей).

1. Найти все простые ft , при которых р+1 ~ простое.
2. Петя придумал новую теорему: при всех число

+4i простое. Верна ли его теорема?
3. (а) Найти все простые ft , для которых ft+2. и тоже

цростые. (б)*Найти все простые ft , для которых - простое.
4. Найти все простые ft , для которых ^точный квадрат.
5. Докажите, что четырехзначное число, не имеюиЩедаузначных 

делителей, кроме ± 1 , простое.
6. (а) Докажите, что числа I00Î+2, I00Î+3,..., 100!+100 сос­

тавные. (100! = I-2*...*100). (б) Докажите, что для всякого А/
имеется N подряд идущих составных чисел.

7? Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 есть 
простое число или I.

8. (а) Постройте число, которое дает остаток I при делении на 
любое из чисел от 2 до 100. (б) (Евклид) Докажите, что простых чи­
сел бесконечно много. (Указание. Цусть все простые числа меньше А/. 
Рассмотрите число, дающее остаток I при делении на все числа от 2 
до А/ и получите противоречие.)

4. Наибольший общий . делитель. Взаимно простые числа.
Пусть (X> (, - целые числа. Число cL называется общим делителем 
чисел Xи ê, если й d, (, ! ^  • Наибольшее из таких обозна­
чается Н0Д( (X., &) и называется наибольшим общим делителем чисел 
Л и  ê .(Если (X -S =0, то все числа являются общими делите­

лями а и êи Н0Д( а, ) не определен.) Числа а и € называются
взаимно простыми, если Н0Д( О-, ß ) = I (т.е. если у и 4 нет
общих делителей, кроме ± i ).

1. Докажите, что если Н0Д( А , 6 ) = £ , то числа &/ci и 
•6/сС целые и взаимно просты.

2. Чему равен Н0Д( <Х , 0>) , если (X \ ß ?
3. На числовую ось нанесите точки X  , для которых
4. Какое наибольшее количество одинаковых букетов можно соста­

вить из (â) 24 белых и 40 красных георгинов; (б) in белых и 
красных георгинов?

5. Докажите, что (а) числа fl и ; (б) числа 4î
и 2 /П + 3> взаимно просты. (Указание. 2ц + 3 =

6. Доказать, что Н0Д( Л , ê) = Н0Д( CL — ß , ).



7. Доказать, что если fSS2 а  = 4923 é -*-4- , то и 
взаимно просты.

8* Доказать, что любые два числа в последовательности 
2 + 1, 22 + I, 24 + I, 2® + I, 2*8 + I,... взаимно просты.
(Указание. (28 - I) = (2 + I)(22 + I)(24 +1).)

5. Алгоритм Евклида.
Основная лемма. Пусть (X , ê> О, а дает при делении на -é оста­
ток Ъ . Тогда Н0Д( а  , в) = Н0Д( , ч ).
Набросок доказательства. Достаточно доказать, что любой общий дели­
тель пары ( <х , ê) является общим делителем пары ( ■€ , £ ) и нао­
борот . В самом деле, если (X- вfy+■ то =
- Ol —%Cÿ \JL, Обратно, если 'td , 4 ] d. , то ôL = ê^+x\ol.
Алгоритм Евклида. Будем называть преобразованием Евклида переход 
от пары (а, £ ) с а>£ > 0 к паре ( $ , ), где ^ - остаток
от деления (X на ê . Согласно Основной лемме, преобразование Ев­
клида не меняет наибольшего общего делителя. Поэтому, при поисках 
Н0Д( л , ê ) можно использовать преобразование Евклида и искать 
НОД получившейся пары.
Пример. (42,30) -— (30,12) (остаток от деления 42 на 30 равен 12)

(30,12) -- у (12,6) (остаток от деления 30 на 12 равен 6)
(12,6) -- у (6,0) (остаток от деления 12 на 6 равен 0)

Поэтому НОД(42,30) = Н0Д(30,12) = Н0Д(12,6) = Н0Д(6,0) = 6.
1. Найти Н0Д(525,231).
2. Над прямоугольником со сторонами и ß , О. > ê , разре­

шается делать такую операцию: отрезать квадрат со стороной ■& .
(а) На какие квадраты будет разрезан прямоугольник 141 • 324 в ре­
зультате многократного применения этой операции? (б) Доказать,
что любой прямоугольник с целыми сторонами будет в конце концов раз­
резан на квадраты, и найти сторону наименьшего из них. (в)х Верно 
ли, что любой прямоугольник (не обязательно с целыми сторонами) бу­
дет в конце концов разрезан на квадраты?

3. Имеются две большие бочки с водой и две банки на 210 г и 
370 г воды. Разрешается наполнять банку в одной бочке и выливать в 
другую. Используя результаты применения алгоритма Евклида ( (370, 
210) -*• (210,160)-*(160,50)-+(50,10) ), придумать способ перелить
из первой бочки во вторую 160 г, 50г, 10 г. Можно ли с помощью 
наших банок перелить 75 г ?

4. Блоха прыгает по прямой, совершая короткие прыжки ( 21 см ) 
и длинные ( 37 см ). Используя алгоритм Евклида, найдите способы, 
позволяющие блохе сдвинуться на 16 см, 5 см и I см.
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5. При дележе добычи два фальшивомонетчика, печатавшие бумажки 

по 21 руб. и 37 руб., решили, что один из них должен друтому I руб.
Как им рассчитаться, если у обоих есть только напечатанные ими деньги ?

6.Теоретические следствия алгоритма Евклида. Основная теорема
арифметики.

1. Пусть <Я| ê >0 t cL- общий делитель чисел л и  .
(а) Докажите, что все числа, получающиеся при применении алгоритма Ев­
клида к паре ( (X, в), делятся на ci . (б) Докажите, что Н0Д(Л , в)
делится на d . Из доказанного вытекает такая

Теорема I. Наибольший общий делитель делится на любой другой 
общий делитель.

2. Пусть . Назовем число £ хорошим, если можно найти
такие целые оси ̂  , что с-xa+^ê. Таким образом, с хорошее, если
- ковшами в (Xлитров и ß литров можно перелить из одной бочки в

другую С литров;
- блоха, делающая прыжки в а метров и £ метров, может сдвинуться

на С метров;
- человек, имеющий только купюры в рублей и -é рублей, может

уплатить е рублей другому, у которого имеются такие же купюры. 
Докажите, что (I) Числа а и £ хорошие; (2) все числа, встречающие­
ся при применении алгоритма Евклида к ( а , ), хорошие; (3) Н0Д(а,Æ)
- хорошее; (4) все числа, кратные Н0Д( а  , ) - хорошие; (5) всякое
хорошее число кратно Н0Д( Ol , в ). Таким образом, верна

Теорема 2. (Существуют X и g, для которых )<£ф 
<& ( С кратно Н0Д( (X, в ) ) .

Следствие. Если а и в взаимно просты, то существуют ^  и ^  , 
для которых ос

3. Докажите, что если aß ) с и <Я взаимно просто с с , то 
# : С , используя следствие из теоремы 2. (Указание, ê = é• 1 ;

представьте I в виде суммы, пользуясь взаимной простотой Л и с . )
4. Докажите, пользуясь утверждением задачи 3, что (а) если at) р

р - простое, то а\ рили в \р . (б) если \ р
р - простое, то fl. I; /р при некотором £ .
5. Докажите единственность разложения на простые множители: если 

Я = pi * .. . - pH ~ 4̂. '- - - ' . то списки Pi*.. ря И
Jfvt состоят из одних и тех же чисел в одинаковом ко­

личестве и отличаются лишь порядком. (Указание. Если это не так, то 
после сокращения всего общего в ръ. и f-*, --, Ъгп придем
к противоречию с утверждением задачи 4.)

Утверждение о существовании и единственности разложения на мно­
жители называется "Основной теоремой арифметики". Оно используется в



Ц е л ы е  ч и с л а 6
задачах 6-9.

6. Доказать, используя утверждение задачи 5, что если 
а : с , в и С взаимно просты, то <Я \ вс.
7? Известно, что хс w  = ÿ*” , Н0Д( = I. Докажите, 

что существует такое 2 , что ^ - 2 ^ , у. ~ zt™ .
8? Докажите, что произведение наибольшего общего делителя 

чисел Л  и ■« и наименьшегоК)бщего кратного этих же чисел равно 
fА в[ .

9? Докажите, что (а) если р  - простое число, то не суще­
ствует таких (целых) ту) ж Kl, что ('ГУ>/'П ;
(б) если (X - целое число, не являющееся точным квадратом, то не 
существует таких w  и Kl, что ( № /ft,)г = а.

7? Идеалы.
В этом разделе даются другие доказательства теорем I, 2.
Определение. Множество J С2  называется идеалом, если выполнены та­
кие свойства: СИХ) X, ̂  é X  =Ф ос é X

(И2) ос é I , ft - любое целое число =? é X, 
Примеры идеалов: «J о} , 2. > множество четных чисел.
I. Докажите, что если X и J- идеалы, то I ^ J и 

+ -идеалы.
2. Докажите, что для любого идеала X  найдется такое число 

С , что I = (множество всех кратных числа С ). Такое С
называется образующей идеала I .

3. Пусть I --[эс\эс. ; а * х » 6}. Докажите, что I - идеал. 
Пусть е. - его образующая. Докажите, что (I) С - общее кратное
(X и 4 ; (2) если С1 - любое общее кратное а  и ^ , то * 

кратно С . Таким образом, |с| есть наименьшее общее кратное.
Мы получаем также, что

Любое общее кратное двух чисел делится на их наименьшее общее 
кратное.
4. Пусть I = -[ха •+ $  I С 2 } . Докажите, что I

- идеал. Пусть d - его образующая. Докажите, что (I) cL - общий 
делитель (X и % ;(2) если с(/ - любой общий делитель а и
то did*. (Таким образом, мы получаем, что |сЦ = Н0Д( , ).
Выведите отсюда утверждения теорем I и 2 раздела 6.

5. Цусть (К в \с и О- взаимно просто с С . Докажите, что 
&• С, рассмотрев идеал {х|х4> е} , установив, что он со­

держит Л и  С и  что его образующая равна I. (Тем самым получе­
но новое решение задачи 3 раздела 6.)
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8. Решение уравнений в целых числах.

7

1. Пользуясь утверждением задачи 3 раздела 6, найдите все це­
лочисленные точки (точки, обе координаты которых целые) на прямой

ах - , если (а) И 02>(а,(5) — 1 ; (б) НОЯ)(<*,&)~сС,
2. Докажите, что если с '/ И02) [а,в), то на прямой

нет целочисленных точек, а если С : М , то они есть.
Задача 2 позволяет определить, имеет ли уравнение = е

целочисленные решения. Следующая задача показывает, как их найти. 
Можно считать, что Н0Д( а , % ) = I (если нет, сократим все члены 
уравнения на Н0Д( а, 6 )) .

3. Пусть Н0Д( О, ß) = I. Тогда уравнение с
имеет бесконечно много целочисленных решений; если Х0 , - од­
но из них, то все другие можно найти по формулам X - Xö f-
ÿ - ÿо — a i : (Докажите.)

4. Найти все решения уравнения Zi у. - 3 ^  -4 (Указание.
См. предыдущую задачу и задачи 3 - 5 из раздела 5.)

5. Найти все решения уравнения X - 3?<^ - 4-982
6? Найти все решения уравнений: (a) -+ 42ч.

(б) ~ 7-0 х -t- - 3 /̂. *
7* Имеются контейнеры весом Ï30 кг и 160 кг. Нужно полностью 

загрузить ими грузовик грузоподъемностью в 3 тонны. Как это можно 
сделать (указать все решения)?

8* Найти общую формулу для чисел, дающих остаток 7 при делении 
на 15 и остаток 12 при делении на 25.

9? Отметим на числовой прямой точки, дающии при делении на 12 
остаток 5, синим карандашом, а точки, дающии при делении на 18 ос­
таток- 13 - красным. Каково будет наменынее расстояние между красной 
и синей точками?

9? Разные задачи. , (не. £*ёноп ± -1) .
1. Докажите, что если числа я , , не имеют» оощего де-

лителя (т.е. числа, на которое все они делятся), то существуют 
такие X, Цf 2., что X а + ч 2С - 4.

2. Доказать, что Н0Д( 2”1- I, = 2Н0Д( ’ } - I.
3. (Китайская теорема об остатках.) Пусть &i - по­

парно взаимно простые положительные числа, О £ t,, с ±у.
Доказать, что существует число /\ , дающее при делении на оста­
ток , при делении на остаток Xz и т.д.

4. Пусть применение алгоритма Евклида к паре ( а  , И  продол
жается /П шагов (последним считается тот, в котором остаток равен
нулю). Доказать, что oi не меньше -го члена последовательности 
Фибоначчи 2,3,5,8,13... (каадый член равен сумме двух предыдущих).
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5. Имеется 35 целых чисел. Разрешается одновременно прибавить 

к любым 23 из них по I. Доказать, что, повторяя эту операцию, можно 
сделать все числа равными.

6. (Малая теорема Ферма.) Пусть р - простое число, л . 
Доказать, что (X10 — i. I р

7. Назовем положительное целое число хорошим, если оно есть 
сум а двух точных квадратов. (Например, 5 =2*41^ и 9 = 3^+0^ - 
хорошие, а 7 - нет.) Докажите, что (а) произведение двух хороших 
чисел - хорошее; (б) простые числа, дающие остаток 3 при делении 
на 4 - не хорошие; (в) простые числа, дающие остаток I при делении 
на 4 - хорошие.

8. Найти все "пифагоровы тройки", то есть все тройки целых 
чисел ос , у, и 2 , для которых X  2 ч- =

9. Доказать,что цроизведение любых последовательных нату­
ральных чисел делится на 'п/ .

10. Доказать, что существует бесконечно много простых чисел, 
дающих остаток (а) 3 ; (б) I при делении на 4.


