
Математический анализ

Пределы
Определение предела. Число А называется пределом последова

тельности а Iа о, (обозначения: А » ) ,
если для всякого £ > о  все члены последовательности, начиная с не
которого, лежат в интервале 2 А - С  + L [  • 

(V £  > о  ) С 3 N) (V n  > /V) ( 1 а Л -  А I <  £ )  .

1. Доказать, что -* А  тогда и только тогда, когда любой 
интервал, содержащий А , является ловушкой для последовательно
сти а  .

2. Сформулировать, что означает, что число А не является 
пределом последовательности (не используя слова "не").

3. Известно, что для любого £ > о  в последовательности о. 
найдется бесконечно много членов, по модуля меныпих £  . Можно 
ли утверждать, что а  О ?

4. Доказать, что число I  является пределом последовательно
сти а Л i)  / к  , а число 2 не является пределом этой последо
вательности.

5. Доказать, что никакое число не является пределом последо
вательности I ,  - I ,  1 , - 1 , . . .

6. Доказать, что последовательность не может иметь двух раз
личных пределов.

Последовательность, имеющая предел А  , называется сходящей
ся к А ; последовательность, имеющая какой-то предел, называ- 
ется сходящейся.

7. Доказать, что всякая сходящаяся последовательность огра
ничена.

8. Все члены сходящейся последовательности положительны. Мож
но ли утверждать, что ее предел положителен? Можно ли утверждать, 
что предел неотрицателен, если все члены неотрицательны?

9. Доказать, что если l a & —» 0 .
10. ("Теорема о двух милиционерах".) Известно, что Сп

при всех 'Уь и что а  и с  ("милиционеры") имеют общий предел
А ("отделение"). Доказать, что ê  ("задержанный") имеет тот 

же предел
11. Сделаем несколько изменений в оцределении предела. Какие 

свойства последовательностей при этом получатся?
<1)<Уе>о) VW (Vn>w;CK-Al<0 (2) a N (V £ > o X ^ » A /) ( |e » -A |< £ )  
(3 )(3 £>o) V K ( V * ^ n ) ( k - a |< £ )  (4) ( 3 e ?0) 3N (V« >n ) ( К - A l< £)
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12. Из сходящейся последовательности вычеркнули некоторые 
члены (возможно, бесконечное число), при этом осталась бесконе
чная последовательность (подпоследовательность исходной). Дока
зать, что она будет сходиться к тому же пределу.

13. Последовательность сс сходящаяся. Последовательность
S  получена из а  перестановкой членов: , где £

взаимно однозначное соответствие между и . Доказать, что 
S  сходится к тому же пределу, что и сх .

14. Последовательность et состоит из неотрицательных чисел, 
причем а 0 а п <1  ддя всех п- . Доказать, что эта после
довательность сходится к 0.

15?График функции 4  изображен на 
рисунке ( I ) .  Цри каких Д é [0 , i j  последова
тельность а , # а ) ,  £ (# (* ) ) ,  £ (£(£(& ))) ,„ .  
имеет предел? Тот же вопрос дяя рисунка (2).

16? Может ли сходящаяся последовательность не иметь ни наи
большего, ни наименьшего члена?

Арифметические операции
Назовем последовательность бесконечно малой, если она имеет 

О своим пределом.
17. Доказать, что ( а п—* А )Ф^( -  ß rt- A  -  бесконечно

малая).
18. Последовательности сх : <х0) сх̂ и беско

нечно малые. Доказать, что их сумма и разность ае+& ,о*+£>•••
и а - % :  ao- 0 o , a i . - ê i ,"'-  бесконечно малые.

19. (Предел суммы и разности.)  Доказать, что если
В , то последовательность (X + в сходится к А + ß  , 

а последовательность (X — в  сходится к (Сумма/разность 
сходящихся последовательностей -  сходящаяся, и предел суммы/раз- 
ности равен сумме/разности пределов.)

20. Известно, что последовательности а  и £ не сходятся.
Можно ли утверждать, что а ч~ & -  не сходящаяся?

21. Тот же вопрос, если cl сходится, а -  нет.
22. Известно, что последовательности -+- и а -  4> 

сходятся. Можно ли утверждать, что последовательности и 
сходятся?

23. Стороны прямоугольника, каждая из которых не превышает
5 м, измерили с точностью до I  см. Затем результаты измерений пе
ремножили. Может ли полученное число отличаться от истинной пло
щади* прямоугольника более чем на ( I )  X см2 ; (2) 1 м 2 ?
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24. Доказать, что если О. -  бесконечно малая последователь
ность, а в  -  ограниченная, то последовательность а  - в  : a ^ é 0j 
а ± > -  бесконечно малая.

25. (Предел произведения.)  Доказать, что если а —* А ,
£  —* ß  , то а в  —*A ß .  (Произведение сходящихся последова

тельностей сходится, и предел произведения равен произведению пре
делов.)

26. Что неверно в следующем рассуждении ( а*  -  предел
последовательности о. ) : ± -  iiyn 1 = ( У п • и )  = tUm у *  *
ÔC'yyi VL ~  O  * £Сип VI ^  £ ) ?

Говорят, что последовательность a  стремится к бесконечности 
(запись (к оо ) , если для всякого С все члены последователь
ности, начиная с некоторого, по модулю больше С  :

V C  ЗЫ( V *  >А/ )  £ (<М > С ) .
27. Доказать, что если а  стремится к бесконечности и все 

члены а  отличны от 0, то последовательность * V a о , 
стремится к 0 . Доказать, что если a  стремится к 0 и все члены

a  отличны от 0, то последоватёльность V a  стремится к бес
конечности.

28. Дать разумные определения понятий " a  —* оо " и
" (X —* -  ос " . Что можно сказать про суммы и произведения
таких последовательностей?

29. Известно, что последовательность a 0 ) ö i ; .. сходится к
А , причем АФО • Доказать, что почти все (все, кроме конеч

ного числа) члены последовательности a  отличны от 0 и что пос
ледовательность V a e , Уа±j. сходится к V a  . (Конечное
число её членов не определено, но это несущественно.)

30. (Предел частного.) Доказать, что если a  А , ß ß  
причем В ^ О ,  то последовательность о -/^  стремится к A / ß .

Мы увидим впоследствии, что теоремы о пределе произведения, 
частного, суммы и разности можно коротко сформулировать так: ари
фметические операции непрерывны.

31. Что можно сказать о произведении последовательностей, 
если одна из них имеет ненулевой предел, а другая стремится к 
бесконечности?

32. Доказать, что если последовательность a  сходится, то 
и последовательность £ , f i  -ый член которой есть среднее ариф
метическое первых п  членов последовательности а  , сходится к 
тому же пределу. Можно ли утверждать, что <х сходится, если 
известно, что сходится ê  ?
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33. Последовательность сходится. Доказать, что после
довательность S , для которой , сходится к 0.
Верно ли обратное?

Классические пределы
34. Доказать, что последовательность а :  1 , 2 , . . .  ( .*ц=ик) 

при любом целом к>0 стремится к бесконечности, а при любом це
лом к < о сходится к 0 .

35. Доказать, что последовательность а :  я* =0. ùl к1-  -/о о о иг-1  
стремится к бесконечности.

36. Цусть Р -  произвольный многочлен степени
РОс)=- с к оск + с о , причем с^ФО . Доказать, что последо
вательность Р ( о ) , Р ( Ч ) , . . .  стремится к бесконечности.

37. (Продолжение.) Доказать, что последовательность Р О ) 
стремится к бесконечности "с той же скоростью, что ее старший 
член” , т . е .  что отношение Р ( * ) / с . к и* сходится к I .

38. Что можно сказать о последовательности РСЮ / Q  (т\Л 
если Р и Q -  два многочлена,?

39. Доказать, что последовательность <ял -{п  стремится к
бесконечности. * ____

40. Доказать, что последовательность = \/л + — \fn 
сходится к 0 .

41. Найти предел последовательности
42. Доказать, что при оС> ±  последовательность 

стремится к бесконечности. (Указание. Если
то © L n - t i  + A ')n̂  f +

К.43. Доказать, что при (<>Ц< ± последовательность =
сходится к 0 .

44. Доказать, что при <х>4- последовательность оС1/ ^  
стремится к бесконечности. (Эта задача показывает, что 
стремится к бесконечности "существенно быстрее"

f t  .)  (Указание. Воспользуйтесь биномом Ньютона: j =
= 1 + п А  + Аг с ^ \ )  +. . .  )

2 - /  у>1
45. (Продолжение.) Доказать, что ©£ растет быстрее 

всех степеней п. : последовательность с /Л/и* {<£->4-, 
стремится к бесконечности. (Указание, ©^/п* ^  [ ( J f c T ) ' V к )

46. Последовательность положительных чисел (X такова, что
последовательность £  : £Л= з и+1/а*, сходится к àL . Доказать, 
что если U >±  , то Л стремится к бесконечности, а если

oL<i, то О. стремится к 0.
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47. (Цродолжение.) Используя это, докажите, что *Сп/ п к-+
°о при oL>/ , ß é UV

48. (Цродолжение.) Что можно сказать, если o£=iô%? (Может 
ш  & стремитсья к бесконечности? иметь конечный предел? схо- 
даться к 0? не иметь предела вовсе? )

49. (Непрерывность корня.) Доказать, что если а * - * А  » 
неотрицательны, то \ЛГ* \TÂ~

50. Найти пределы: ( 2 %  з ч+ 4 'О  /  О*-*-5“"О (£к%3*)/&л2+?‘3А)
51.
52. \Jм -м ооо /  п  + 4. , (я 3 )  /  С 3 ^  + 2 . у •
53. 4оо* /-ni
54. Доказать, что (I)  n z -? iooon ; (2) > ;

(3) Cf. o i ) * >  l o o  о к*000 (4) м] > при почти всех Л.
55. Известно, что и а и =^1 при всех ^  . Найти

пределы: к  i—* С 2ац -  О  /  0 * 4  4-У

®n-f 4. -  4 + wh

56. . . .  Слиг -̂  Лк -  SL) / ( а к - 1 ) .
5 7 . . . .  ( а к ° - 4 . ) /(схк -  *__
58. Найти предел а. : а к V i  •
59* Найти предел л : a h -  \Ум~
60? Последовательность Я- такова, что Яи+4. -  3-*- 

Доказать, что она сходится и найти её предел.
61 ?  Последовательность а  такова: а 0 -  1  

Доказать, что она сходится и найти её предел.
62t Известен следующий способ извлечения квадратного корня 

из числа in  -г о : строится последовательность а  , у которой 
Q0 — 4 » ^ и +i = j  *V«h). Доказать, что эта последователь

ность сходится к v/Ô7 .
Нельзя ли придумать чего-нибудь подобного для извлечения 

кубических корней?
64. По кругу написано 1000 чисел. Рядом с каздым числом пи

шут среднее арифметическое его и следующего по часовой стрелке 
числа. Затем исходные числа стирают. Эту операцию проделывают 
многократно. Выберем некоторое место на круге и рассмотрим по
следовательность чисел, стоящих на этом месте после О, I ,  2 . . .  
операций. Доказать, что эта последовательность имеет предел и 
он равен среднему арифметическому чисел, которые были вначале
написаны на круге.

65.*Найти предел последовательности а : 1 k+2K+...+H
h к + d-
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Метрические, прост ранст ва.
Понятие предела имеет смысл не только для числовых последо

вательностей. Чтобы определить его по единой схеме для разных слу
чаев (например, для последовательностей точек плоскости), введем 
понятие метрического пространства. --------------

Пусть М -  некоторое множество, функция , сопоставляю
щая с каждой парой ос, ^  элементов М некоторое число, назы
вается шуншшей расстояния или метрикой, есои выполнены такие свой- 
ства: ( I )  всегда неотрицательно; р(х,х)  = >
при х Ф ^  ; (2) р С* }<ÿ)- р ( # ,  ъ )при всех *
(31 р(х,г) ^ p(*>ÿ)rj>(ÿ, *) при всех X , ^  , 2  (неравенство треуголь
ника). Метрическим пространством называется множество с заданной 
на нем метрикой. (Задавая разные метрики на одном и том же мно
жестве, получаем разные пространства.) Число J^ x ,y )  называют 
расстоянием между х и .

66.* Будут ли следующие множества и заданные на них функции 
образовывать метрические пространства? ( I )  J (.*,£) ;
(2) М -Ж , (3) № = плоскость, (х , £ ) = расстоя
ние между проекциями точек X и р  на ось абсцисс; (4) М -= 7^0“Г~~ 
жество всех точек г .  Москвы, р ( х , у )  = наименьшее время,^необходи-_ 
мое для проезда из - х в ; (5) . . .для проезда из X з -
и обратно ; (6) Иу* поверхность бублика, -  длина-крат—
чайшего пути из Гх в у .  по поверхности бублика.

67* (Основные примеры метрических пространств.) ( I )  Доказать,
что -  / к - с -  метрикой = }-х~#1 -  метрическое пространство.
Его мы будем называть "метрическое пространство (R " . (2) Дока
зать, что множество всех точек плоскости с метрикой / б х , ^ )  = / х ^  1 
(длина отрезка ) -  метрическое пространство. Его мы будем
кратко называть Плоскостью.

68* Доказать* что в любом метрическом пространстве
справедливо "неравенство четырехугольника" : <=

f  бх, €)  < . i - f (#,2:) + f ( ? , é )  as:
69* Доказать|^что на любом множестве можно ввести дискретную 

метрику: Р = ( если ос - у  то 0 иначе I  ) .
7 0 * Доказать^Что если р- метрика на то функция 

rhin ( Щ р  (*,#))- тоже метрика.
71.* На плоскости наряду с обычной метрикой р  х2>,

-  C f r i - f i ) 1 *- c*a 1/1 ( A l V  И координаты ж  и
) моано определить и метрики А  (<А , = +

и P°*(<x 4.,X2>,<£u# ù )~J-- I : Проверить, что это действительно
метрики. т ак  Ç/зс,- y f / , /дгд - ÿ j y )
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72 * Определим на множестве всех последовательностей длины 
'П, расстояние так: j>(<xAi..xn> <^л>) = (число тех X , 

при которых х* Ф ^  )• Доказать, что это -  метрика (называемая 
метрикой Хемминга).

73.* Определим на множестве всех бесконечных последовательно
стей натуральных чисел функцию р ( х , у )  » равную 0, если х 
и равную , если ос ф у  и -  наименьшее число, для
которого эс„ . Цроверить, что это метрика. (Возникающее про
странство называется пространством Б эра.)

74 Г Цусть и Ms,-  два метрических пространства, и у>2
-  метрики. Определим на множестве пар =•

w, ^ 2 éMz}  метрику по формуле /> , <ÿu H »  -  ? d ^ ï f r
+ ро.(*г}ул )'  Цроверить, что это метрика. Возникающее пространст
во называется произведением пространств М1 и ЛЬ .

Цусть М -  метрическое пространство, № , a > ö  . Назо
вем открытым [зам кнула^ шаром с центром ос радиуса ъ множество 
всех точек ^  , для которых С .

75. * Доказать, что если открытые шары радиуса 1 /2  с центрами 
х  и у  пересекаются, то j ) ( o c ^ y <  ±  . Верно ли обратное (в

произвольном метрическом пространстве )*£
76. * Доказать, что если f ( x ,^ ) <  1  , то открытый шар. с центром . 

х  радиуса I  содежится в открытом шаре с центром у .  радиуса 2 .
7 7*  Шары с радиусами Я* и Я<2_ , гд е / £ г  ~ 10 , пересе

каются. Радиусы шаров увеличили вдвое, не меняя центров. Дока
зать , что один из полученных шаров содержится в другом. . .... _ _

78? Могут ли в метрическом пространстве существовать 2 таких 
шара разных радиусов, что шар большего радиуса содержится в шаре 
меньшего радиуса и не совпадает с ним? (Центры шаров могут быть 
различны.)

79.* ( I )  Сколько элементов содержит замкнутый шар радиуса I  
в пространстве последовательностей 'УЬ нулей и единиц с метри
кой Хемминга? (2 ) Доказать, что если дано несколько непересека- 
ющихся шаров радиуса I ,  то их число не превосходит Д '* /'П  +
(3 ) Написано несколько последовательностей нулей и единиц длины 

причем любые две из них отличаются по крайней мере в 3 
м естах. Доказать, что их число не превосходит Лк/ п + 1 .

Цусть Эс0 / эс±) „,-  последовательность точек метрического
пространства. Говорят, что точка -  её  предел, если для вся

кого £ >о шар с  центром а  и радиусом £ содержит почти все её  
члены: (  У г > 0 )  ЗЫ( V n ^ A / )  (  <  £ ) .
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Цри М -  №. получаем обычное определение предела.
8 0 /  Доказать, что а  есть предел последовательности точек

XL ) . . .  тогда и только тогда, когда (числовая) последователь
ность P (0COj a ) , j> (ocij а ), 4 t СХОДИТСЯ К 0 .

8 1 /  Цусть ^  , ocL ,. . .  -  последовательность точек плоскости. 
Доказать, что сходится к точке <Х (в обычной метрике) тогда и 
только тогда, когда последовательность их первых координат схо
дится к первой координате точки сь , а  последовательность вторых 
координат -  ко второй.

8 2 / Доказать, что последовательность не может иметь двух 
разных пределов.

8 3 / И звестно, что ос0 )оси Доказать, 
что (числовая) последовательность сходится к j>Ca / 4) .

8 4 /  Доказать, что если последовательность сходится и предел 
её  лежит внутри открытого шара, то почти все её  члены лежат внут
ри этого шара.

8 5 /  Какие последовательности являются сходящимися ( I )  в дис
кретной метрике? (2 ) в метрическом пространстве с конечным числом 
точек? в пространстве Бэра ?

Точка cl называется предельной точкой последовательности  
ос0) ocU) . . .  , если для любого £ шар радиуса £  с  цент

ром о. содержит бесконечно много членов последовательности.
8 6 /  Может ли существовать последовательность действительных 

чисел, имеющая несколько предельных точек? . .  .для которой пре
дельными точками являются числа I ,  1 /2 , 1 /3 , 1 / 4 , . . .  и только
они?

8 7 /  Может ли существовать последовательность действительных 
чисел, для которой любое число является предельной точкой? . . .  по
следовательность точек плоскости, для которой любая точка плоско
сти является предельной?

8 8 /  Доказать, что следующие свойства равносильны: ( I )  л  -  
предельная точка последовательности ; (2 ) существует под
последовательность последовательности , сходящаяся к д- . 
(Напомним, что подпоследовательностью называется любая бесконеч
ная последовательность, получающаяся из исходной выбрасыванием 
некоторых членов.)

Открытые и замкнутые множества.
Точка ос называется внутренней точкой множества А точек 

метрического пространства М , если некоторый шар положитель-

\
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ного радиуса с центром в Dt целиком содержится в А  • Множество 
называется открытым, если все его  точки являются для него внутрен
ними.

89. * Доказать, что открытый шар -  открытое множество.
90. * Доказать, что пересечение конечного числа и объединение 

любого числа открытых множеств отбы ты .
91* Доказать, что множество всех точек любого множества А 

открыто. (Это множество обозначается TnHj\) и называется внут
ренностью А •)

92* Нарисовать внутренности 
для таких подмножеств плоскости:

93*  Можно ли утверждать, что ( I )  (Artß)=I*-£AnIrr{B;
(2 ) I n t  (AU8) = In t  A U In t  ß для любых множеств А и ?

94.* Доказать, что множество отбы то тогда и только тогда, 
когда оно может быть представлено в виде объединения произвольного 
числа открытых шаров.

9 5 *  Какие открытые множества в не содержат ни одной рацио
нальной точки?

96. *  Доказать, что всякое открытое множество на прямой или на 
плоскости есть счетное объединение открытых шаров.

97. * Какие множества открыты в дискретной метрике?
98* Доказать, что следующие свойства метрического пространст

ва М равносильны: ( I )  существует счетное множество, всюду плот
ное в (А , т .е .  пересекающееся с любым открытым шаром; (2 ) суще
ствует такое счетное семейство открытых множеств, что всякое от
крытое множество цредставимо в виде объединения некоторых множеств 
этого семейства. Если эти свойства выполнены, И называется сепа
рабельным.

99.*"Доказать, что пространство, в котором любая последователь
ность имеет предельную точку, сепарабельно.

Точка ос. называется точкой касания множества А в м ет- * 
рическом пространстве М , если любой шар положительного радиуса 
с центром в ос пересекается с А  . Множество А замкнуто, е с ц  
оно содержит все свои точки касания.

100* Доказать, что ( х  касается А ) ( э* не внутрен
няя для М ЧА ) î  ( А  зам кнуто) &  ( М Ч А открыто).

101* Доказать, что множество предельных точек любой последо
вательности замкнуто. 4

Множество всех точек, касающихся А , называется замыканием 
А и обозначается "А . É
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102 ? Доказать, что множество А всегда замкнуто. Чему 
равно замыкание (Q (как подмножества IR, )?  Как связано замы
кание А с внутренностью М ^ д  ?

ЮЗ? Придумать такое множество А , чтобы А , Iyrt А , А , 
I k ii  (Â )  , T n t (А) были бы попарно различны.

104? Доказать, что всякое замкнутое множество на плоскости 
является замыканием некоторого счетного множества.

105?  (Нормальность метрических цространств.) Доказать, что 
если А-, и A çl -  непересекающиеся замнутые подмножества метри
ческого пространства, то существуют непересекающиеся открытые мно
жества В1 и 5г  , их содержащие: £  В* } А2 С

106? Какие точки могут являться пределами последовательностей, 
все члены которых принадлежат некоторому множеству А  ?

ID7.* На множестве М заданы две метрики />* и Доказать,
что следующие свойства равносильны: ( I )  всякое множество, открытое 
в одной из них, открыто в другой; (2 ) всякая последовательность, 
имеющая некоторый предел в одной из них, имеет тот же предел в 
другой. Если эти свойства выполнены, метрики называют эквивалент
ными. Приведите пример двух неэквивалентных метрик.

108? Мальчик Петя вышел из дома и пошел в школу. На полпути 
он свернул к кинотеатру. На полпути к нему он повернул к катку.
Не дойдя половину пути до катка, он решил, что нужно все-таки  
учиться и пошел в школу. На полпути он свернул к кинотеатру.. .
Чем кончит мальчик Петя?

Ю 9?Д оказать, что всякое открытое множество метрического 
пространства может быть представлено в виде объединения счетного 
числа замкнутых множеств, а  всякое замкнутое множество -  в виде 
счетного пересечения открытых.

Аксиома полноты
Следующее свойство действительных чисел играет в анализе 

фундаментальную рель.

Пусть Lи R- два непустых множества действительных чи
сел , причем любой элемент t  множества L  не больше любого 
элемента п, множества Æ . Тогда найдется разделяющее число 

с  , т . е .  такое с , что для всех L  и
для всех п  é  R. . . . .  А с ) £<'7*7*/Л (-*---- У У/40^1^1---

ПО. Докажите, что аналогичное свойство для множества (& 
неверно: если L  -  множество всех рациональных чисел, меньших
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\[%, a R  -  множество всех рациональных чисел, больших Æ  ,
то не существует разделяющего их рационального числа.

Существуют различные утверждения, вытекающие из аксиомы 
полноты (многие из них эквивалентны е й ) . В этом разделе мы укажем 
некоторые из них.

Число с  называется точной верхней гранью ( т . в . г . )  множест
ва А £ /R , если выполнены два условия: ( I )  для всякого
осе А ; (2 ) для всякого С1 <С найдется А , для которого x > e L

111. Доказать, что ( С есть т . в . г .  множества А )
( С •> наименьший элемент в множестве всех -верхних границ для  

А ) .  (Число и -  верхняя граница для А , если осе “ для 
всех ос е А . )

112. Дать разумное определение точной нижней грани.
И З . Сформулировать, что означает, что ос не есть т . в . г .  

множества А .
114. Доказать, что I  есть т . в . г .  множества всех рациональных 

чисел, меньших I .
115. Может ли множество иметь две различные т . в . г .  ?
116. Доказать, что если множество имеет наибольший элемент, 

то он является его  т . в . г .
117. Вывести из аксиомы полноты такое утверждение: всякое 

ограниченное сверху множество имеет т . в . г . (Ограниченное свер
ху = имеющее верхнюю границу.) (Указание. Пусть L  -  данное 
множество, R. -  множество его  верхних границ.)

l i e f  Докажите, что из утверждения предыдущей задачи в свою 
очередь можно вывести аксиому полноты.

П 9 *  Доказать, что аксиома Архимеда является следствием ак
сиомы полноты.

120? Доказать, что аксиома существования корня является след
ствием аксиомы полноты.

121. Используя аксиому полноты, доказать следующий принтшп 
вложенных отрезков: если I  0/I, / , . . -  отрезки на прямой и 1 0 Ь  
I f ■=> , , то существует точка х  , принадлежащая всем от
резкам.

122. Останется ли верным это утверждение, если отрезки заме
нить интервалами?

123. Имеется последовательность отрезков, любые 2 из которых 
имеют общую точку. Доказать, что все они имеют общую точку.

124. Используя аксиому полноты, доказать, что всякая ограни
ченная монотонная последовательность имеет предел.
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Эта задача позволяет доказать существование цредела, не 
зная его заранее.

125. Дать новое доказательство того , что предел, последова
тельности а ;  при 0 <  равен 0 . (Доказать
сначала, что он сущ ествует.)

126. Доказать существование и найти предел последовательно-
ети \Гб, { б 7 7 Г  ,  .

Напомним, что а  называется предельной точкой последователь
ности ocC)oct ) s .. , если цри любом интервал J  - £  ,  *
(шар радиуса £  с центром в а  ) содержит бесконечно много 
членов последовательности.

127. Используя аксиому полноты, доказать, что всякая огра
ниченная последовательность имеет предельную точку. ( Указание.
Если отрезок содержит бесконечно много членов последовательности, 
то одна из его половин также обладает этим свойством.)

Аксиома полноты позволяет строго доказать несчетность отрез
ка.

128. Доказать, что если 0со, то сущест
вует точка х  é  { j , отличная от всех ^  . (Указание. Если дан 
отрезок и точка, то можно найти меньший отрезок, не содержащий 
этой точки.)

Последовательность действительных чисел называется фундамен
тальной. или последовательностью Коши, если для всякого £  > 0  
существует отрезок длины £ , являющийся её ловушкой.

129. Доказать (не используя аксиому полноты), что всякая 
сходящаяся последовательность фундаментальна.

130 . Используя аксиому полноты, доказать критерий Коши: 
всякая Фундаментальная последовательность сходится. (Указание. 
Построить последовательность вложенных ловушек стремящейся к 0 
длины.)

'Семейство интервалов называется покрытием множества AC(R, 
если всякая точка А содержится хотя бы в одном из них.

131. Доказать следующую лемму Гейне -  Бореля: из всякого 
покрытия отрезка интервалами можно выбрать конечное подпокрытие 
( т . е .  можно найти конечное число интервалов исходного покрытия, 
которые покрывают весь отр езок ).

132. Останется ли лемма справедливой, если заменить интерва
лы отрезками или отрезок интервалом?
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133? Доказать, что лемма Гейне -  Бореля останется справедли
вой, если заменить интервалы открытыми множествами, а отрезок -  
любым замкнутым ограниченным множеством действительных чисел

134. Д^дем говорить, что функция - f  локально ограничена, 
если для каждой точки ос из её области определения найдется та
кой интервал I  , содержащий х  , на котором ^  ограничена 
( т . е .  множество значений /  в точках X , в которых она опреде
лена, ограничено). Доказать, что локально ограниченная функция, 
определенная на отрезке, ограничена ( т . е .  множество её  значений 
ограничено).

135. Последовательность действительных чисел осп такова,
что /0!и+-  x h /<: Доказать, что она имеет предел.

136. Последовательность действительных чисел такова, что
1  . Доказать, что она сходится. Что можно сказать, 

воля IХ„ -  X,. I < 1  . ?
137. * Говорят, что множество является подгруппой группы

IR , если из А следует , А . Найти все под
группы группы /R , являющиеся замкнутыми множествами.

Пользуясь предвдущей задачей., доказать, что дробные час
ти чисел п \f% , где ^ ^ 2 ,  попадают, в,любой интервал, лежащий
внутри [ 0 , 1 ] .  (Указание. Рассмотреть подгруппу чисел вида

и её  замыкание.)
138? Доказать, что всякое открытое множество на прямой явля

ется объединением, счетного множества непересекаюшихся интервалов.
139?  (I )  Доказать, что множество /R не может быть представ

лено в виде объединения двух непересекающихся непустых открытых 
множеств. (2 ) Какие подмножества IR открыты и замкнуты одновре
менно?

(Црододжение.) Решить предыдущую задачу, заменив IR
На ПАОбкЮСГЬ.

140? Доказать, что если А г с/R -  замкнутые множества и 
Ao^AiU, . .  -  fR , то хотя бы одно из имеет внутреннюю^ 
точку.

141? Можно ли представить множество /R4Û как объединение счет
ного числа замкнутых подмножеств ÏR ? Можно ли представить Q  
как пересечение счетного числа отбытых подмножеств !Я ?

142tМожно ли представить /R в виде счетного объединения попарно 
не пересекающихся замкнутых множеств?

I43Î*Доказать, что несчетное замкнутое множество на прямой 
имеет мощность континуума. Существенна ли замкнутость?
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Ряды
^  4 » • • Говорят, что 

сходится” , если
Цусть дана последовательность чисел 
она суммируема, или что "ряд а 0 ч- 4 - . . ,  
последовательность $0-Qo , S1 = q0 + q± , = + , • • • имеет
предел. Этот предел называют суммой ряда, а -  -ой частич
ной суммой.

144. При каких эе ряд 1 + эс i~x ("бесконечная геомет
рическая прогрессия") сходится? Еайти его сумму.

145. (Необходимое условие сходимости.) Доказать, что если
ряд + + сходится, то его  члены стремятся к 0:
ù m  0Ch -  О.

146. (Продолжение.) Верно ли обратное?
147. Доказать, что ряд с неотрицательными членами сходится  

тогда и только тогда, когда последовательность его  частичных сумм 
ограничена.

148. (Признак сравнения.) Если О < при всех ^
и ряд сходится, то и ряд Г с х о д и т с я . .

149. Доказать, что ряд i-h  'f/z.-t 1/ъ + </ц . . .  расходится. 
(Указание, l /n + i + ' 1 / з п  > d . / i . )

150. Доказать, что ряд -к + *•, v. сходится и найти его  
сумму. (Указание. dL _ j__ = ? )

151. Доказать, что ряд i / s l z  +*/& сходится.
(Указание. Сравнить с рядом Т  1 / п С п  - ±.) . )  _ 2

152. * *  Доказать, что сумма ряда предыдущей задачи равна .
153 *  Пусть все а* & О * Д© Доказать, что ряды

а 0 +-4 1  + ûfz •+ . . .  и 2.- аг +а<,+ „сходятся или расходят
ся одновременно.

154*  ф и  каких действительных ряд i / j  р V g p  * )£р+...
сходится? (Указание. Применить предыдущую задач у .)

155. Доказать, что ф и  произвольной перестановке членов ряда 
с неотрицательными членами его  сходимость и сумма не меняются.
(Для произвольных рядов это не так, см . д а л ее!)

156* Бесконечная клетчатая бумага заполнена неотрицательными 
числами. Дать разумное определение "суямы всех чисел, написанных 
на бумаге".

157* Известно, что a h >o  , а „ +. , / ам А . Что можно ска
зать о сходимости ряда 2Г а* при различных А  ?

158f  Известно, что а к > о  , \[~ÔZ -*  А • Что можно сказать  
о сходимости ряда 2 ? а* . при различных А  ?
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159Г Из рада I  + 1/2 + 1 /3  + . . .  выкинули все члены, деся
тичная запись которых содержит 9. Сходится ли полученный ряд?

160Г Известно, что и ряды ö 0z 4  q / h

и в  о f  (ff + ... сходятся. Доказать, что ряд Z  о п ê
сходится.

1 6 1 / Известно, что Qj ^  о и ряд сходится.
Можно ли утверждать, что ряд Z  ^  ) сходится?

162 .* Цри каких действительных р ряд ZT —----------Л
сходится? Р » t & ? x n ) P

163Г Известно, что 0 Л>0 , ряд расходится. Обоз
начим через S nсумму . Доказать, что ряды 
Z ( a * / e  i-а«))  и Я a „ / s * . )  расходятся, а  ряд Z" ( а*, /  s £ )

сходится. Что можно сказать о рядах 2 ( а и./(1 + ̂ ап))иХ(аЛ/(1-»'ЛЛ))?
164? Известно, что a h >0 , ряд сходится. Обозначим 

через сумму ряда а*  4- û H t l f  ... . Доказать, что ряд
Z ( c u / 0  расходится, а  ряд Zсходится.

Перейдем теперь к изучению рядов с членами разных знаков.
165. (Признак Лейбница.) Если , все О. с

неотрицательны и й'ги = £) , то ряд Ct0 -  а ± + с<2 -  •+■...
( т . е .  ряд с членами , a ^ * , . . . )  сходится.

Пример: ряд I  -  1/2 + 1/3 -  1 /4  . . .
166. ** Найти сумму этого ряда. (Ответ: ßoge. 2 » где е

-  основание натуральных логарифмов.)
167. Цри каких Сс сходится ряд Z  ( jc 'V 'h O  7
168Г*Найти его сумму (если она существует).
169. (Абсолютная сходимость.) Доказать, что если ряд 

|û.oi + | a * |  ч- / 62,1 +. . .  сходится, то и ряд ч- a t t  a 2 t ... 
сходится. Если ряд I M  +ICU1-K.. сходится, то говорят, что

+ а.^ч абсолютно сходится. Таким образом, задача утверж
дает, что всякий абсолютно сходящийся ояд сходится. (Указание. 
Воспользоваться критерием Коши. )

170. Существуют ли сходящиеся, но не абсолютно сходящиеся
ряды?

171. Доказать, что при перестановке членов абсолютно сходя
щийся ряд остается абсолютно сходящимся и сумма его не меняется.

Эта задача показывает, что можно говорить об абсолютной схо
димости и сумме счетной системы чисел, не указывая порядка её 
просмотра (например, для чисел, записанных в клетках бесконечной 
клетчатой бумаги). Хотелось бы, однако, чтобы само определение 
суммы не упоминало порядка.
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Пусть имеется счетное множество карточек, на каждой из кото
рых написано действительное число. Для каждого конечного множе
ства К  карточек обозначим через 5 ( & )  сумму чисел на всех 
карточках из . Дудем говорить, что число А является суммой 
всех чисел на карточках, если для всякого найдется такое
конечное множество карточек М  , что для любого набора М  , 
получающегося добавлением к № конечного числа карточек, спра
ведливо неравенство | 5  (. М/ ) -  А I £ ;

C V è ^ o )  Э И  C . V M ' ^ M X I  S С “  А .
В этом случае система чисел, записанных на карточках, называется

ШШШ,
172.* Доказать, что если система суммируема, то,расположив 

её члены в любом порядке, получим сходящийся ряд, причем его 
сумма будет равна сумме системы.

173* Доказать, что система неотрицательных чисел является 
суммируемой тогда и только тогда, когда множество всех чисел 

S СЮ для всех конечных К ограничено, и что в этом случае 
его точная верхняя грань и есть сумма.

174. * Доказать, что если система чисел такова, что сумма их 
модулей суммируема, то и исходная система суммируема.

175. * Дать новое доказательство утверждения о перестановке 
членов абсолютно сходящегося ряда, использующее суммируемые сис
темы.

176 Т Для системы действительных чисел суммируемость равно
сильна суммируемости их модулей. Доказать.

177* Функция f  ; IR с неотрицательными значениями 
такова, что для любого конечного набора точек 7 ,. 5 é 
при любом п  справедливо неравенство •эсх) + ... < 1
Доказать, что множество тех , при которых счетно.

178. Доказать, что если члены абсолютно сходящегося ряда 
разбиты на группы, каждая из которых содержит конечное число чле
нов, то ряд, составленный из сумм этих групп, является абсолютно 
сходящимся и имеет ту же сумму.

179* Доказать, что ряд из действительных чисел абсолютно 
сходится тогда и только тогда, когда ряды, полученные из него 
вычеркиванием всех положительных или всех отрицательных чисел, 
сходятся (или имеют конечное число членов).

180Г Доказать, что если сходящийся ряд не является абсолютно 
сходящимся, то ( I )  можно переставить его члены так, чтобы он стал 
расходящимся; (2) для любого а  можно переставить его члены 
так, чтобы он сходился к а .
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а ° \ q 2

6 . к b ,

б ,

Ê o ê z f é i  Cl ^ z & z

181.*'Существует ли такой сходящийся ряд Z  , что ряд 
Z  расходится? Могут ли все его члены быть неотрицательными?

1 8 2 / Цусть £(0 + а ±-f..., и ê0 + ê t + - ’- 
-  два ряда. Назовем их произведением в смысле 
Абеля ряд Г с : , где C0-Q0ê0 , c t  = ^ с ц ё 0,..

- t - .. .  Q„ вс  • Доказать, что если 
ряды а  и £ абсолютно сходятся, то и их 
произведение абсолютно сходится и его сумма равна произведению 
сумм рядов а  ж €  .

1 8 3 / Доказать, что если один ряд сходится абсолютно, а 
другой цросто сходится, то их произведение сходится и его сумма 
равна произведению сумм исходных рядов.

184Г Привести пример двух сходящихся рядов, произведение 
которых расходится.

185•*(Абель) Доказать, что если два ряда и их произведение 
сходятся, то сумма произведения равна произведению сумм.

Преобразование Абеля.
А N и ВOj  . В N произвольные

А* +  f В* (А<

186. Цусть А0, ... 
числа. Доказать, что ы _ i

Ал/ ß/v "  A 0 ßo -  ^ K s o  
(Замечание. (длГ) ' = итг'+ и 'гГ ,  поэтому

u ( n ) v ( n . )  — и  (о )  iT (о ) =. S q -  30"  Li v 1 +
187 Г Найти с помощью преобразования Абеля сумму 

(Указание. А* = к ,
*

к

188. Доказать, что если последовательность 0 О/
состоит из положительных членов, монотонно убывает и стремится к 
О, а  частичные суммы ряда -+ &L -ь. . .  ограничены, то ряд 

+ âj. ^  . сходится. (Указание. Взять А.Л -  а*  ,(Д0 ê
. . .  +■C i H  применить црвобразование Абеля.)

189. Вывести из предыдущей задачи признак Лейбница.
190Г Доказать, что ряд Z  (/<-"• ^ / т г )  сходится.
1 9 1 / Цусть эса , . . . ,  оспу . .  -  неотрицательные числа. Дока

зать , что расходится) (^последовательность Рл - ( 1 + х 0)*
( 'I + x-t) \ .. ('f + £*,) стремится к т  « з ) .

192 Г Пусть ОСС> » X t > • • -  неотрицательные числа, меньше I .
Доказать, что (2-Хп расходится ) (Рл = (1 - х 0) . . .И-Kt) сходится к dX 

1 9 3 / Доказать, что последовательность p rt -  - i / '
* ( | - 4 ) / Ч  - i .  ) '" i  (знаменатели -  простые числа) стремится к * ^ .
(Указание. ( / - x ) ' L )

194Г Использую предыдущю задачу, доказать, что; ( I )  простых 
чисел бесконечно много; (2) ряд 1/2 + 1/3 + 1/5  + . . .  расходится.


