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ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ 6ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ óÍÙÓÌ ÷�ÅÒ×ÙÅ×ÓÔÒÅÔÉÌÏÓØ1)def= ÒÁ×ÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀTn n-Å ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1Pn n-Å �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1ðn n-Å �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 1n! ÆÁËÔÏÒÉÁÌ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ nCkn ÉÌÉ �nk� ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n �Ï k 3n ... k n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k 4an : : : a1a0 ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó �ÉÆÒÁÍÉ an; : : : ; a1; a0 4(a; b) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b 6A [B ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B 8A \B �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B 8A n B ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B 8jXj = jY j ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ 9n� a n ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ a 10îïä(A;B) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B 15

1)õËÁÚÁÎÙ ÎÏÍÅÒÁ ÌÉÓÔËÏ×.



7 ëÁË ÒÅÛÁÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÓÔËÉëÁË ÒÅÛÁÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÓÔËÉ2)ìÉÓÔÏË óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ-×ÅË ÒÅÛÁÌÏ3)ìÉÓÔÏË �1Ä. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ 23ìÉÓÔÏË �2Ä. \éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ" �ÒÑÍÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ 4ìÉÓÔÏË �3Ä. áÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ 23ìÉÓÔÏË �4Ä. çÒÁÆÙ 17ìÉÓÔÏË �5Ä. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÁÓÓ 19ìÉÓÔÏË �6Ä. äÅÒÅ×ØÑ. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ 9ìÉÓÔÏË �7Ä. ðÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 10ìÉÓÔÏË �8Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ 13ìÉÓÔÏË �9Ä. ÷ÁÒÉÁ�ÉÑ ËÒÉ×ÏÊ 6ìÉÓÔÏË �10Ä. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ 2 3ìÉÓÔÏË �11Ä. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 10ìÉÓÔÏË �12Ä. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 14ìÉÓÔÏË �13Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 10ìÉÓÔÏË �14Ä. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ× 13ìÉÓÔÏË �15Ä. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ 3ìÉÓÔÏË �16Ä. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 2 2ìÉÓÔÏË �17Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ 0ìÉÓÔÏË �18Ä. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ 0ìÉÓÔÏË �19Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 6ìÉÓÔÏË �20Ä. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 3 4ìÉÓÔÏË �21Ä. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ× (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 6ìÉÓÔÏË �22Ä. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 3ìÉÓÔÏË �23Ä. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÕÒ�×ÅÊÌÑ{èÅÎÓÔÏËÁ ??ìÉÓÔÏË �24Ä. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÒ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ 2ìÉÓÔÏË �25Ä. þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ 5ìÉÓÔÏË �26Ä. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 3ìÉÓÔÏË �27Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 1 10ìÉÓÔÏË �28Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 2 5ìÉÓÔÏË �29Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 3 2ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 1ìÉÓÔÏË �31Ä. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ 5ìÉÓÔÏË �32Ä. �ÅÏÒÅÍÁ üÒÒÏÕ Ï ÄÉËÔÁÔÏÒÅ 6ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 6ìÉÓÔÏË �34Ä. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ 6ìÉÓÔÏË �35Ä. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3ìÉÓÔÏË �36Ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ 4ìÉÓÔÏË �E. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 4
2)÷ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÍÅÝ£ÎÎÙÊ ÓÀÄÁ ÒÁÚÄÅÌ, ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÄÁÌ£Î.3)éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÏÓØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÌÉÓÔËÏÍ É ÒÅÛÉÌÏ ÏÝÕÔÉÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÚÁÄÁÞ, ÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ.





çÌÁ×Á 1.ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ ËÕÒÓ
ìÉÓÔÏË �1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ 09.2003úÁÄÁÞÁ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÕÇÏÌËÏ×�: , , , , , : : : óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË× k-Í ÕÇÏÌËÅ É ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ �ÅÒ×ÙÈ k ÕÇÏÌËÏ×?úÁÄÁÞÁ 2. Á) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ k-Å ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ k ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?Â) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ k-Å Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ k Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 100 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 57.úÁÄÁÞÁ 3. þÉÓÌÁ T1 = 1, T2 = 3, T3 = 6, T4 = 10, : : : ÇÒÅÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÉÏÆÁÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÙÍÉ: , , , , : : : þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ , , , , : : : | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.óÌÏÖÉÔÅ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë×ÁÄÒÁÔ. þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ TnÓ Tn? ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Tn ÞÅÒÅÚ n. 1 2 3 4 5 n12345nòÉÓ. 1.1. ðÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÁÂÌÉ�ÁÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÔÎÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: Tm+n = Tm + Tn +mn.úÁÄÁÞÁ 6. (ðÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ)Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï mk = km (Ô. Å. ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏk + k + : : : + k| {z }m = m+m+ : : :+m| {z }k ).Â) ëÁËÏ×Ù ÒÁÚÍÅÒÙ É �ÌÏÝÁÄØ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÁ ÒÉÓ. 1.1?úÁÄÁÞÁ 7. óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË × k-Í, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ�ÉÆÁÇÏÒÏ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù, �ÔÏÌÓÔÏÍ� ÕÇÏÌËÅ, ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ |Ë×ÁÄÒÁÔ k � k ËÌÅÔÏË, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×1� k, 2� k; : : : ; (k � 1)� k ËÌÅÔÏË?úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 13 + 23 + : : :+ n3.úÁÄÁÞÁ 9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀÑ×ÌÅÎÉÅ: 3 + 5 = 23, 7 + 9 + 11 = 33, 13 + 15 + 17 + 19 = 43,: : :
òÉÓ. 1.2. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 10. (ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) P1 = 1; P2 = 5; P3 =12; P4 = 22; : : : �ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1.2. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÎÏÓÔØPk �Pk�1 ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁ-ÍÉ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Pn ÞÅÒÅÚ n.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ n-ÇÏ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ É n-ÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n-Å9



ìÉÓÔÏË �2. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 10�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 12*. þÉÓÌÏ k2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÏÂß£Í�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ 1� k � k, Á ÓÕÍÍÕ 12 + 22 + : : : + n2 | ËÁËÏÂß£Í �ÉÒÁÍÉÄÙ, ÓÌÏÖÅÎÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ× (ÎÁÒÉÓ. 1.3 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ �ÉÒÁÍÉÄÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ 12 + 22). ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÁËÉÅ �ÉÒÁÍÉÄÙ,�ÏÌÕÞÉÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÂß£Í ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÇËÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÕÂ, �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ,�ÒÉÚÍÕ É Ô. �.) É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ 12 + 22 + : : : + n2.
òÉÓ. 1.3.

úÁÄÁÞÁ 13*. óÕÍÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ T1 + T2 + : : : + Tn ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÏÂß£Í ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ðn ÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Í �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ).úÁÄÁÞÁ 14*. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ n ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÁËÉÅ ÅÝ£ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ?úÁÄÁÞÁ 15*. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÈ ÓÕÍÍ: Á) ð1 +ð2 + : : :+ðn; Â) 14 + 24 + : : : + n4.ìÉÓÔÏË �2. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 09.2003úÁÄÁÞÁ 1. ÷ ÛËÏÌØÎÏÊ ÓÔÏÌÏ×ÏÊ 5 ËÒÁÎÏ× ÄÌÑ ÕÍÙ×ÁÎÉÑ. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁËÒÙÔ ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÔÅÞØ ×ÏÄÁ × ÓÔÏÌÏ×ÏÊ?úÁÄÁÞÁ 2. îÅËÏÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÚÄÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÕÂÁ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÎÁ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÌÏÎÎÁÈ. éÍÅÅÔÓÑ 6ËÒÁÓÏË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ ÇÒÁÎÉ ÚÄÁÎÉÑ ÜÔÉÍÉ ËÒÁÓËÁÍÉ × 6 �×ÅÔÏ×? (ëÁÖÄÁÑÇÒÁÎØ ËÒÁÓÉÔÓÑ �ÅÌÉËÏÍ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ, ÒÁÚÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ËÒÁÓÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ.)úÁÄÁÞÁ 3. Á) ÷ ÚÁÂÏÒÅ 20 ÄÏÓÏË, ËÁÖÄÕÀ ÎÁÄÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ × ÓÉÎÉÊ, ÚÅÌ£ÎÙÊ ÉÌÉ Ö£ÌÔÙÊ �×ÅÔ, �ÒÉÞ£ÍÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÏÓËÉ ËÒÁÓÑÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?Â) á ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝ£, ÞÔÏÂÙ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÏÓÏË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÙÌÁ ÓÉÎÅÊ?úÁÄÁÞÁ 4. Á) óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÓÌÏ× ÉÚ k ÂÕË×,ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ? Â) á ÅÓÌÉ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×ÁÈ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÌÉÓØ?×) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×?úÁÄÁÞÁ 5. Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 10-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÉÆÒÕ 1?Â) óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÉÆÒÕ 9 (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ)?úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÅÓÑÔØ ÄÅ×ÕÛÅË ×ÏÄÑÔ ÈÏÒÏ×ÏÄ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÁÔØ × ËÒÕÇ?Â) óËÏÌØËÏ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ 10 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕÓÉÎ?×)*á ÅÓÌÉ × ÏÖÅÒÅÌØÅ ×ÓÅÇÏ 3 ÂÅÌÙÈ É 7 ÓÉÎÉÈ ÂÕÓÉÎ?úÁÄÁÞÁ 7. Á) óËÏÌØËÏ ÓÔÒÏË ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ 0 É 1, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÂÙÌÏ 10 �ÉÆÒ?Â) îÁ ÄÅÒÅ×Å ÒÁÓÔÕÔ 10 ÑÂÌÏË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÒ×ÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ?úÁÄÁÞÁ 8. íÅÎÀ × ÛËÏÌØÎÏÍ ÂÕÆÅÔÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÀÄ. ðÅÔÑ ÈÏÞÅÔ ËÁÖÄÙÊÄÅÎØ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÅÂÅ ÚÁ×ÔÒÁË �Ï-ÎÏ×ÏÍÕ (ÚÁ ÒÁÚ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÓßÅÓÔØ ÏÔ 0 ÄÏ n ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÀÄ).Á) óËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ ÅÍÕ ÕÄÁÓÔÓÑ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ? Â) óËÏÌØËÏ ÂÌÀÄ ÏÎ ÓßÅÓÔ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ? ×) ÷ÁÓÑÒÅÛÉÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÅÒÕ ðÅÔÉ, ÎÏ ÓßÅÄÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÌÀÄ. óËÏÌØËÏ ÄÎÅÊÅÍÕ ÕÄÁÓÔÓÑ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ? Ç) óËÏÌØËÏ ÂÌÀÄ ÏÎ ÓßÅÓÔ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ?úÁÄÁÞÁ 9. Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÁÄÅÊ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?Â) ïÔ×ÅÔÏÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÜÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 10. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8 ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÌÁÄÅÊÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?



11 ìÉÓÔÏË �3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 2úÁÄÁÞÁ 11. æÁÂÒÉËÁ ÉÇÒÕÛÅË ×Ù�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ËÕÂÉËÉ. õ ×ÓÑËÏÇÏ ËÕÂÉËÁ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØÏËÒÁÛÅÎÁ �ÅÌÉËÏÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ËÒÁÓÏË, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÆÁÂÒÉËÅ, �ÒÉÞ£Í ÒÁÚÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÏÄÎÏÇÏËÕÂÉËÁ ÏËÒÁÛÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÒÁÓËÁÍÉ. óËÏÌØËÏ ×ÉÄÏ× ËÕÂÉËÏ× ×Ù�ÕÓËÁÅÔ ÆÁÂÒÉËÁ?úÁÄÁÞÁ 12*. æÁÂÒÉËÁ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÕÓË �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏ× 1 � 1 � 2, ÓËÌÅÉ×ÁÑ�Ï Ä×Á ÉÚ ×Ù�ÕÓËÁÅÍÙÈ ÅÀ ËÕÂÉËÏ×. óËÏÌØËÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÎÏ×ÏÊ ÉÇÒÕÛËÉ?úÁÄÁÞÁ 13*. òÅÛÉÔÅ Ä×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÍÅÎÉ× ËÕÂ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒ (É 6 �×ÅÔÏ× ÎÁ 4).úÁÄÁÞÁ 14. Á) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÓÌÏÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓ-ËÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÔÁËÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ | Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.×)*îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ. (óÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÄÏÓÏË 2� 2, 4� 4. . . )úÁÄÁÞÁ 15. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏË ÉÚ 20 �ÉÆÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉ�Ù,�ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÎÕÌÑ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?úÁÄÁÞÁ 16*. ÷ ÔÁÂÌÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ k � l ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÁ +1 É �1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ×ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ 1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?ìÉÓÔÏË �3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ 2 09.2003úÁÄÁÞÁ 1. ÷ ËÌÁÓÓÅ ÕÞÁÔÓÑ 20 ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×ÏÉÈ ÛËÏÌØ-ÎÉËÏ×: ÓÔÁÒÏÓÔÕ É ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÁ �ÒÏÅÚÄÎÙÅ ÂÉÌÅÔÙ? á �ÒÏÓÔÏ Ä×ÏÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×?úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ× (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù ×ÓÌÏ×ÁÈ Á) òïë; Â) ëõòïë; ×) ëïìïâïë; Ç) áá : : : á| {z }a ââ : : : â| {z }b ? Ä)* Â1 : : : Â1| {z }k1 Â2 : : : Â2| {z }k2 : : : : : : Âm : : : Âm| {z }km .úÁÄÁÞÁ 3. Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒ£È ÄÅÖÕÒÎÙÈ × ËÌÁÓÓÅ ÉÚ 20 ÞÅÌÏ×ÅË?Â) á ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÁÒÏÓÔÕ, ÅÇÏ �ÏÍÏÝÎÉËÁ É ÔÒ£È ÄÅÖÕÒÎÙÈ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. þÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �Ï k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØk �ÒÅÄÍÅÔÏ× ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÍÅÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Ckn (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ��Å ÉÚ n �Ï k�) ÉÌÉ �nk�.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) Ckn = Cn�kn ; Â) Ckn+1 = Ckn + Ck�1n .úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Ckn.
A B

òÉÓ. 1.4.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) îÁ ÒÉÓ. 1.4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ �ÌÁÎ ÇÏÒÏÄÁ (ÌÉÎÉÉ | ÜÔÏ ÕÌÉ�Ù,�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÉÎÉÊ | �ÅÒÅËÒÅÓÔËÉ). îÁ ÕÌÉ�ÁÈ ××ÅÄÅÎÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅÄ×ÉÖÅÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ÅÈÁÔØ ÔÏÌØËÏ �××ÅÒÈ� ÉÌÉ �×�ÒÁ×Ï�. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈÍÁÒÛÒÕÔÏ× ×ÅÄ£Ô ÉÚ ÔÏÞËÉ A × ÔÏÞËÕ B?Â) óËÏÌØËÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÎÁ �ÌÁÎÅÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÇÏÒÏÄÁ?úÁÄÁÞÁ 7. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÁÄÉÔØ ËÌÁÓÓ, ÅÓÌÉ �ÒÉÛÌÏ27 ÞÅÌÏ×ÅË, Á ÍÅÓÔ 30?úÁÄÁÞÁ 8. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÓÁÄÉÔØ × ÒÑÄ 3 ÇÒÕÛÉ É 4ÑÂÌÏÎÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ðÁÓËÁÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ Ó�ÒÁ×Á (�Ï ËÒÁÑÍÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ, ÓÔÏÑÝÉÈ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ÎÁÄ ÎÉÍ). 11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 1: : : : : :úÁÄÁÞÁ 9. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×Ù�ÉÓÁÎÙ �ÅÒ×ÙÅ 5 ÓÔÒÏË ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 5 ÓÔÒÏË.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k-Å ÞÉÓÌÏ n-Ê ÓÔÒÏËÉ ÒÁ×ÎÏ Ckn (ÓÔÒÏËÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑÓ ÎÕÌÑ, Á ÞÉÓÌÁ × ÓÔÒÏËÁÈ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ).



ìÉÓÔÏË �4. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ É ÏÓÔÁÔËÉ 12úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × n-Ê ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÒÁ×ÎÁ 2n.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: C1n + 2C2n + 3C3n + � � �+ nCnn = n2n�1.úÁÄÁÞÁ 13. Á) òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ (a+ b)2, (a+ b)3, (a+ b)4.Â) (âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ) òÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄ£Í �ÏÄÏÂÎÙÅ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a+b)n. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ C � ak � bn�k (�ÏÞÅÍÕ?). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C = Ckn.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: C0n � C1n + C2n � C3n + � � � + (�1)nCnn = 0.úÁÄÁÞÁ 15. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ C × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ É ÓÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅÇÏ ÉÉÄÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ ÎÁ�ÒÁ×Ï-××ÅÒÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ, ÓÔÏÑÝÅÍÕ �ÏÄ C Ó�ÒÁ×Á.úÁÄÁÞÁ 16. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15 ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍ 1 + : : : + n, T1 + : : : + Tn, ð1 + : : : +ðn.úÁÄÁÞÁ 17*. ëÁË ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×Ù×ÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 12 + � � � + k2, 13 + � � �+ k3, . . . ?úÁÄÁÞÁ 18*. ÷ ËÁËÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ?úÁÄÁÞÁ 19*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C0p � Cmq + C1p � Cm�1q + � � �+ Cm�1p � C1q + Cmp � C0q = Cmp+q.� � �úÁÄÁÞÁ 20. Á) ÷ îéé ÒÁÂÏÔÁÀÔ 67 ÞÅÌÏ×ÅË. éÚ ÎÉÈ 47 ÚÎÁÀÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÑÚÙË, 35 | ÎÅÍÅ�ËÉÊ, É23 | ÏÂÁ ÑÚÙËÁ. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË × îéé ÎÅ ÚÎÁÀÔ ÎÉ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ, ÎÉ ÎÅÍÅ�ËÏÇÏ ÑÚÙËÏ×?Â) ðÕÓÔØ ËÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÌØÓËÉÊ ÚÎÁÀÔ 20 ÞÅÌÏ×ÅË, ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ É �ÏÌØÓËÉÊ | 12, ÎÅÍÅ�ËÉÊ É �ÏÌØ-ÓËÉÊ | 11, ×ÓÅ ÔÒÉ ÑÚÙËÁ | 5. óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÚÎÁÀÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÑÚÙËÏ×?×)* (æÏÒÍÕÌÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÉÍÅÅÔÓÑ m ÑÚÙËÏ×, É ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÑÚÙËÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁÀÔ ×ÓÅ ÑÚÙËÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.úÁÄÁÞÁ 21. ÷ ÒÑÄ ÚÁ�ÉÓÁÌÉ 105 ÅÄÉÎÉ�, �ÏÓÔÁ×É× �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ÚÎÁË �+�. óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÚÎÁËÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÅÔØÅÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÚÁÔÅÍ | �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ �ÑÔÏÊ, Á ÚÁÔÅÍ |�ÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ÓÅÄØÍÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 22. Á) îÁ �ÏÌËÅ ÓÔÏÑÔ 10 ËÎÉÇ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÎÉ ÏÄÎÁ ËÎÉÇÁ ÎÅ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÎÁ ÍÅÓÔÅ? Â) á ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ 3 ËÎÉÇÉ?ìÉÓÔÏË �4. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ É ÏÓÔÁÔËÉ 11.2003úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÷ÁÛÅ 28-ÌÅÔÉÅ ÂÕÄÅÔ × ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ, × ËÁËÏÊ ÷Ù ÒÏÄÉÌÉÓØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ n É k | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, k 6= 0. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ m, ÞÔÏ n = k �m. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: n ... k. çÏ×ÏÒÑÔ ÅÝ£, ÞÔÏ n ËÒÁÔÎÏ k ÉÌÉ ÞÔÏ k ÄÅÌÉÔ n.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ n ... k É k ... n, ÔÏ n = k; Â) ÅÓÌÉ b ... a É  ... a, ÎÏ d 6 ... a, ÔÏ b+  ... a,ÎÏ b+ d 6 ... a; ×) ÅÓÌÉ b ... a É  ... b, ÔÏ  ... a; Ç) ÅÓÌÉ a É b ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ , ÔÏ ab ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2?úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ m;n | �ÅÌÙÅ, É 5m+ 3n ... 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) 6m+ 8n ... 11; Â) 9m+ n ... 11.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) aaa ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 37; Â) ab� ba ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 99 (ÇÄÅ a, b, | �ÉÆÒÙ).úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ä×Å ÅÇÏ �Ï-ÓÌÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 4. Â) îÁÊÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2, 5,8, 10.úÁÄÁÞÁ 6. Á) éÚ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ an : : : a1a0 ×ÙÞÌÉ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ �ÉÆÒ an+ : : :+a1+a0. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 9. Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á) �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 3 É ÎÁ 9.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÉÚ 81 ÅÄÉÎÉ�Ù, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 81.úÁÄÁÞÁ 8. þÉÓÌÁ a; b; ; d | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ (a+ b+ + d)!a! b! ! d! �ÅÌÏÅ?úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m(m+ 1)(m+ 2) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ m.



13 ìÉÓÔÏË �5. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑúÁÄÁÞÁ 10. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n! �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 11. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ an � bn ... a� b �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ (n3 + 3)=(n+ 3) �ÅÌÏÅ.úÁÄÁÞÁ 13. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: Á) x2 � y2 = 31; Â) x2 � y2 = 303.úÁÄÁÞÁ 14. íÏÖÅÔ ÌÉ n! ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 4 ÎÕÌÑ? á ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 5 ÎÕÌÅÊ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p > 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ: 1 É p, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1, ÌÉÂÏ ÓÁÍÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÌÉÂÏ ÒÁÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 16. Á) äÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a1, . . . , an, ÂÏÌØÛÉÅ 1. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1, . . . , an. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 3k + 2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ).úÁÄÁÞÁ 17. Á) íÏÇÕÔ ÌÉ 100 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍÉ?Â) îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ 100 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏ×ÎÏ 5 �ÒÏÓÔÙÈ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ a É b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, b > 0. òÁÚÄÅÌÉÔØ a ÎÁ b Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÔÉÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ k (ÞÁÓÔÎÏÅ) É r (ÏÓÔÁÔÏË), ÞÔÏ a = kb+ r É 0 6 r < b.úÁÄÁÞÁ 18. þÉÓÌÁ a É b | �ÅÌÙÅ, b > 0. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ b. ïÎÉÒÁÚÏÂØÀÔ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ b. �ÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. ðÕÓÔØ kb | ÌÅ×ÙÊ ËÏÎÅ�ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k | ÞÁÓÔÎÏÅ, Á r = a� kb | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 20. îÁÊÄÉÔÅ ÞÁÓÔÎÙÅ É ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2003 ÎÁ 23, �17 ÎÁ 4 É n2 � n+ 1 ÎÁ n.úÁÄÁÞÁ 21. ëÁËÏÊ �ÉÆÒÏÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1414? á ÞÉÓÌÏ 14(1414)?úÁÄÁÞÁ 22. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ k, ÞÔÏ 2k � 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.úÁÄÁÞÁ 23. äÁÎÙ 20 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÄ×ÁÄ�ÁÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 30 ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ 1.úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 52 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏÁ) ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 51; Â) ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 100.úÁÄÁÞÁ 26*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ n �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÓÕÍÍÁ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n (ÉÌÉ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ n).úÁÄÁÞÁ 27*. éÚ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, . . . , 100 ×ÙÂÒÁÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 51 ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ.ìÉÓÔÏË �5. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ 10.2003ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ | ÜÔÏ Ó�ÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ ÚÁÎÕÍÅÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÚÁ Ä×Á ÈÏÄÁ:1) ÂÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ: ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ;2) ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ: ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÉÚ n-ÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ (n+1)-Å.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ n �ÒÑÍÙÈ ÄÅÌÑÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á�×ÅÔÁ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÁÓÔÉ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ÌÕÞ) ÂÙÌÉ ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ�×ÅÔÁ.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ k ÞÅÌÏ×ÅË (k > 4) Õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÑ×ÉÌÁÓØ ÎÏ×ÏÓÔØ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÌÉÛØ ÅÍÕÏÄÎÏÍÕ. úÁ ÏÄÉÎ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÊ ÒÁÚÇÏ×ÏÒ Ä×ÏÅ ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÍ ÎÏ×ÏÓÔÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁ 2k � 4 ÒÁÚÇÏ×ÏÒÁ ×ÓÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÕÚÎÁÔØ ×ÓÅ ÎÏ×ÏÓÔÉ.



ìÉÓÔÏË �5. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕË�ÉÑ 14úÁÄÁÞÁ 3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a1 = 1 É an+1 = 2an + 1 �ÒÉ n > 1. îÁÊÄÉÔÅ an.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ: ÍÏÄÕÌØ ÓÕÍÍÙ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ: �åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉÔ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ�? ÷ÏÔ Å£ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÎÅÔ ÌÉ × Î£Í ÏÛÉÂ-ËÉ?):�1. åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉÔ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ(ÑÓÎÏ).2. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÁË-ÔÏ ÒÁÚÂÉÔÙÊ ÎÁ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÏÔÒÅÚÏË,ÒÁÚÂÉ× ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ Ä×Á. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ n+1 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, �ÒÉÞ£ÍÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÏ×ÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ. ðÏ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ: (1 + a)n > 1 + na �ÒÉ a > �1.úÁÄÁÞÁ 7. îÁ ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÂÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ n �ÒÑÍÙÈ?úÁÄÁÞÁ 8*. îÁ ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÂÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï n �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ?úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 25n�2 + 5n�1 � 3n+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 17 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: 1 + 122 + 132 + � � �+ 1n2 6 2� 1n .úÁÄÁÞÁ 11. îÁ ËÏÌØ�Å×ÏÊ Á×ÔÏÔÒÁÓÓÅ ÓÔÏÑÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÛÉÎ. ïÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÂÅÎÚÉÎÁ × ÜÔÉÈÍÁÛÉÎÁÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÏÂßÅÈÁÔØ ×ÓÀ ÔÒÁÓÓÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚÍÁÛÉÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÍÏÖÅÔ ÏÂßÅÈÁÔØ ÔÒÁÓÓÕ, ÚÁÂÉÒÁÑ �Ï ÄÏÒÏÇÅ ÂÅÎÚÉÎ Õ ÄÒÕÇÉÈ ÍÁÛÉÎ.åÓÔØ ÒÁÚÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÎÄÕË�ÉÉ. éÎÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÛÁÇÁ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ, ÞÔÏ n-Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ,ÅÓÌÉ ×ÅÒÎÙ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ. äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ: �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ. �ÏÇÄÁ ÅÓÔØÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ n-Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. åÓÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ,ÔÏ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÅÒÎÙ.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n2 = 2m2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ËÌÀÞÁÑ É ÎÕÌÅ×ÕÀ).úÁÄÁÞÁ 14. þÉÓÌÏ x + 1x | �ÅÌÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn + 1xn | ÔÏÖÅ �ÅÌÏÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍn.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n > 3 ÞÉÓÌÏ n! ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÑ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2=3 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3=2.úÁÄÁÞÁ 16*. (èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ) åÓÔØ ÄÅÔÓËÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ Ó n ËÏÌØ�ÁÍÉ É Ä×Á �ÕÓÔÙÈ ÓÔÅÒÖÎÑ ÔÏÊÖÅ ×ÙÓÏÔÙ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÅÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑËÌÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ËÏÌØ�Á ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ�ÕÓÔÙÈ ÓÔÅÒÖÎÅÊ; Â) ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÚÁ 2n� 1 �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÊ; ×) ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÅÒÅËÌÁ-ÄÙ×ÁÎÉÊ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ.úÁÄÁÞÁ 17*. k ×ÏÒÏ× ÈÏÔÑÔ �ÏÄÅÌÉÔØ ÄÏÂÙÞÕ. ëÁÖÄÙÊ Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ ÏÎ �ÏÄÅÌÉÌ ÂÙ ÄÏÂÙÞÕ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅÞÁÓÔÉ, ÎÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÍÕ ÎÅ ×ÅÒÑÔ. ëÁË ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ×ÏÒÁÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ËÁÖÄÙÊ ÂÙÌÕ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1k ÞÁÓÔÉ ÄÏÂÙÞÉ? òÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ: Á) k = 2; Â) k = 3; ×) k |ÌÀÂÏÅ.úÁÄÁÞÁ 18*. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÇÉÒÉ ×ÅÓÏÍ 1, 2, . . . , n ËÇ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ×ÅÓÕ ËÕÞÉ?úÁÄÁÞÁ 19*. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ n ÓÅÌ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÍÁÒÛÒÕÔÏÍÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÌÁ × ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÅÈÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÓÁÄËÏÊ?úÁÄÁÞÁ 20*. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÉÇÒÕ, ÉÓÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ. éÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ,�ÒÉÞ£Í �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÉÇÒÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÈÏÄÏ×. îÉÞØÉÈ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.



15 ìÉÓÔÏË �6. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁìÉÓÔÏË �6. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ 11.2003ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÍÅÒÕ | ÔÒÅÔÉÊÏÔÒÅÚÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊÏÔÒÅÚÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ?úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a É b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a É a+2b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.úÁÄÁÞÁ 3. ïÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ a � b ÍÍ ÏÔÒÅÚÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÎØ-ÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ �Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ å×ËÌÉÄÁ�). ëÏÓÔÁ×ÛÅÍÕÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÑÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ, É Ô. Ä.Á) óËÏÌØËÏ É ËÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ a = 324 ÍÍ, b = 141 ÍÍ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ: ÅÓÌÉ a É b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÖÕÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×;×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÉÔÏÇÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÖÕÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, É ÓÔÏÒÏÎÁ ÓÁÍÏÇÏ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ;Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ ×) ÓÔÏÒÏÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊÓÔÏÒÏÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅÊ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.úÁÄÁÞÁ 4. ïÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ É �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. Â) óÏÉÚÍÅÒÉÍÙ ÌÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅ É a É b. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: (a; b). åÓÌÉ (a; b) = 1, ÔÏ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 5. äÌÑ ËÁËÉÈ �ÅÌÙÈ a, b ÞÉÓÌÏ (a; b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ)?úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a; b) = (a� b; b) = (r; b), ÇÄÅ r | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Á) (n; 12); Â) (n; n+1); ×) (2n+3; 7n+6); Ç) (n2; n+1).úÁÄÁÞÁ 8. îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ a� b ËÌÅÔÏË (ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÅÖÁÔÎÁ ÌÉÎÉÑÈ ÓÅÔËÉ). îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ Á) ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ; Â) ÌÉÎÉÉ ÓÅÔËÉ?úÁÄÁÞÁ 9. äÁÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a > b > 0. áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÄÅÌÉÍ a ÎÁ b,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÔÁÔÏË r1 < b, ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÉÍ b ÎÁ r1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÓÔÁÔÏË r2 < r1, ÄÅÌÉÍ r1 ÎÁ r2, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÓÔÁÔÏË r3 < r2, É Ô. Ä. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÓÔÁÔÏË rn�1 ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏ ÎÁ rn, É rn = (a; b).úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ Á) (525; 231); Â) (7 777 777; 7 777); ×) (10946; 17711); Ç)* (2m � 1; 2n � 1).úÁÄÁÞÁ 11. Á) ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 9 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ r1, r2, : : : ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ax+ by, �ÏÄÏÂÒÁ× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ �ÅÌÙÅ x É y.Â) ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÞÔÏ ax+ by = (a; b)?úÁÄÁÞÁ 12. þÉÓÌÁ a, b É  �ÅÌÙÅ, (a; b) = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ... b, ÔÏ  ... b.úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÏÂÝÕÀ ÍÅÒÕ ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÏÊ 15=28 ÍÍ É 6=35 ÍÍ.úÁÄÁÞÁ 14. òÅÛÉÔÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Á) 12x = 42y; Â) ax+ by = 0, ÇÄÅ (a; b) = d.úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax + by =  ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y ÅÓÌÉ ÉÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ  ... (a; b). Â) ëÁË ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ? ×) úÎÁÑ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.úÁÄÁÞÁ 16. òÅÛÉÔÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y: Á) 17x+23y = 36; Â) nx+(2n�1)y = 3; ×) 525È�231Õ =42.úÁÄÁÞÁ 17. ðÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ a ÓÍ ËÁÔÉÔÓÑ ËÏÌÅÓÏ ÄÌÉÎÙ b ÓÍ (a É b ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, (a; b) = d).÷ ËÏÌÅÓÏ ×ÂÉÔ Ç×ÏÚÄØ, ÏÎ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÔÍÅÔËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. óËÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÏË ÏÓÔÁ×ÉÔ Ç×ÏÚÄØ?úÁÄÁÞÁ 18. óÉÎÉÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 24 ÏÓÔÁÔÏË 17, ÂÅÌÙÍ |ÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 40 ÏÓÔÁÔÏË 7. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÅÌÏÊ É ÓÉÎÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 19*. äÁÎÙ m �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ �Ï ÅÄÉÎÉ�Å Ë ÌÀÂÙÍ n ÉÚÎÉÈ. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÈÏÄÏ× ÓÄÅÌÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ?úÁÄÁÞÁ 20*. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax+ by = 



ìÉÓÔÏË �7. ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ 16Á) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ  ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x É y, ÞÔÏ 0 6 x < b;Â) ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x É y, ÅÓÌÉ  �ÅÌÏÅ, ÂÏÌØÛÅÅ ab� a� b;×) �ÒÉ �ÅÌÙÈ  ÏÔ 0 ÄÏ ab� a� b ÒÏ×ÎÏ × �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,�ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ÄÌÑ  = 0 ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ, ÔÏ ÄÌÑ  = ab� a� b� 0 ÔÁËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.ìÉÓÔÏË �7. ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ 11.2003úÁÄÁÞÁ 1. Á) (òÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ) ÷Ù�ÉÛÅÍ × ÒÑÄ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ n. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í ÞÉÓÌÏ2 É ÓÏÔÒ£Í ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 2. ðÅÒ×ÏÅ ÎÅ�ÏÄÞ£ÒËÎÕÔÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÞÅÒËÎ£Í É ÓÏÔÒ£Í ÔÅ�ÅÒØÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ, É Ô. Ä. âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË, �ÏËÁ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ n ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÌÉÂÏ�ÏÄÞ£ÒËÎÕÔÙ, ÌÉÂÏ ÓÔÅÒÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÄÞÅÒËÎ£Í × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n.Â) ðÕÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÂÏÌØÛÅ pn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÔ£ÒÔÙÅË ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2 ÄÏ n �ÒÏÓÔÙÅ. ×) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ 100.úÁÄÁÞÁ 2. (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) ÅÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, a É b | �ÅÌÙÅ, É ab ... p, ÔÏ ÌÉÂÏ a ... p, ÌÉÂÏ b ... p;Â) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 1 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ p1; : : : ; pk, ÞÔÏ n = p1 � : : : � pk;×) (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 1 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅp1; : : : ; pk É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ �1; : : : ; �k, ÞÔÏ n = p�11 � : : : � p�kk ;Ç) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× Â) É ×) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÚÏ×£Í Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Þ£ÔÎÏ�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, 6 | Þ£ÔÎÏ�ÒÏÓÔÏÅ, Á 12 | ÎÅÔ.) ëÁËÉÅ �ÕÎËÔÙ ÚÁÄÁÞÉ 2 ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÎÙ,ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ Þ£ÔÎÙÅ, Á �ÒÏÓÔÙÅ | ÎÁ Þ£ÔÎÏ�ÒÏÓÔÙÅ?úÁÄÁÞÁ 4. þÉÓÌÁ a, b, , n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, (a; b) = 1, ab = n. îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ x, ÞÔÏ a = xn?úÁÄÁÞÁ 5. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x42 = y55.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ Á) 2004; Â) 17!; ×) C1020 .úÁÄÁÞÁ 7. Á) (�ÅÏÒÅÍÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÈÏÄÉÔ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n! × ÓÔÅ�ÅÎÉ [n=p℄ + [n=p2℄ + [n=p3℄ + : : : (ÇÄÅ [x℄ | ÜÔÏ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x).ó ËÁËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓÔÁÎÕÔ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ?Â) óËÏÌØËÏ Õ 2000! ÎÕÌÅÊ × ËÏÎ�Å ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ? ×) íÏÖÅÔ ÌÉ n! ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2n (n > 1)?úÁÄÁÞÁ 8. þÉÓÌÏ p �ÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ckp ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÅÓÌÉ k | �ÅÌÏÅ É 0 < k < p.úÁÄÁÞÁ 9. (íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ) ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, n | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) np � n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; Â) ÅÓÌÉ (n; p) = 1, ÔÏ np�1 � 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.úÁÄÁÞÁ 10*. Á) þÉÓÌÁ p É q �ÒÏÓÔÙÅ, 2p � 1 ... q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ q � 1 ... p. Â) ðÒÏÓÔÏÅ ÌÉ 213 � 1?úÁÄÁÞÁ 11*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏ Á) 12 + 13 + 14 + : : :+ 1n ; Â) 13 + 15 + 17 + : : :+ 12n+ 1?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a É ÎÁ b. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: [a; b℄.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [a; b℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÅÌÙÈ a É b.úÁÄÁÞÁ 13. Á) ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b. ëÁË �ÏÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ ÎÁÊÔÉ (a; b) É [a; b℄? Â) îÁÊÄÉÔÅ [192; 270℄.úÁÄÁÞÁ 14. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) [a; b℄ = [a; b℄ �ÒÉ  > 0; Â) [a; b℄=a É [a; b℄=b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ?úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ [a; b℄.úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ab = (a; b) � [a; b℄ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b.úÁÄÁÞÁ 17. ðÒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (a; b) = 15, [a; b℄ = 840. îÁÊÄÉÔÅ a É b.úÁÄÁÞÁ 18. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ  ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.



17 ìÉÓÔÏË �8. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑúÁÄÁÞÁ 19. þÉÓÌÏ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ n ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2pn ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ p�11 � : : : � p�kk | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n, É �ÕÓÔØ �(n) É S(n) | ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï É ÓÕÍÍÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n.Á) îÁÊÄÉÔÅ �(p�11 ). Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �(ab) = �(a)�(b), ÅÓÌÉ (a; b) = 1? ×) îÁÊÄÉÔÅ �(n). Ç) îÁÊ-ÄÉÔÅ S(p�11 ). Ä) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ S(ab) = S(a)S(b), ÅÓÌÉ (a; b) = 1? Å) îÁÊÄÉÔÅ S(n).úÁÄÁÞÁ 21. ëÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 30 É ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏ 20 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ?úÁÄÁÞÁ 22*. þÉÓÌÏ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ (u; v), ÇÄÅ [u; v℄ = n, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÞÉÓÌÁ n2.úÁÄÁÞÁ 23*. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p, ÞÔÏ 2p � 1 ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ, É n = 2p�1(2p � 1).ìÉÓÔÏË �8. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 01.2004íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÉËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ A, �ÉÛÕÔ a 2 A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÏÇÄÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ, �ÅÒÅÞÉÓÌÑÑ × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁ�ÑÔÕÀ ÅÇÏÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, f2; 5g | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 2 É 5. äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÅÓÔØ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Q |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÎÙÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, fx j x 2 Z; x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2g | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A � B.úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕËÁÖÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ: f1; 2g, ff1; 2g; 3g, f3; 2; 1g, ff2; 1gg.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ. ïÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ: ?.úÁÄÁÞÁ 2. óÏ×�ÁÄÁÀÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ É ÎÁ 5 É ÎÁ 7, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ35, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÌÉÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÙ 6 ÓÍ É �ÌÏÝÁÄØÀ 10 ÓÍ2?úÁÄÁÞÁ 3. Á) óËÏÌØËÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?Â) ðÕÓÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á × ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å B ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ× C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ B � C � A?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ x,ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B (Ô. Å. x 2 A ÉÌÉ x 2 B). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:A[B. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, ÞÔÏ x 2 AÉ x 2 B. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A\B. òÁÚÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈÔÁËÉÈ x, ÞÔÏ x 2 A É x =2 B. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: AnB. éÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØÕÄÏÂÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÕÇÏ× üÊÌÅÒÁ:A B A B A BúÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ A = f2k + 1 j k 2 Zg, B = f3k j k 2 Zg. îÁÊÄÉÔÅ A \B É B n A.úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B É CÁ) A n (A n B) = A \B; Â) A \B = A, A � B; ×) A n B = C , A = B [ C?



ìÉÓÔÏË �8. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 18úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ1) ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B É C:Á) A\ (B\C) = (A\B)\C; Â) A[ (B\C) = (A[B)\ (A[C); ×) An (B\C) = (AnB)[ (AnC).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ y ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Y (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(x)). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f : X ! YÉÌÉ X f�! Y .úÁÄÁÞÁ 7. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ ÚÁÄÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ X É Y ?Á) X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÓÉ ÁÂ�ÉÓÓ, ÔÏÞËÅ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÁÂ�ÉÓÁ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.Â) X = Y = N, ÞÉÓÌÕ x 2 X ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÞÉÓÌÏ x2.×) X = Y = Z, ÞÉÓÌÏ y 2 Y ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÅÍ ÞÉÓÌÁÍ x 2 X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ jxj = jyj.Ç) X = Y = R, ÞÉÓÌÏ y 2 Y ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÅÍ ÞÉÓÌÁÍ x 2 X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x3 = y.Ä) X = Y = R, ÞÉÓÌÕ x 2 X ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ y 2 Y , ÞÔÏ x = y2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f : X ! Y É y 2 Y . ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x 2 X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f .úÁÄÁÞÁ 8. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 7 ÎÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y 2 Y .012 01òÉÓ. 1.5.
úÁÄÁÞÁ 9. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1; 2g × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f0; 1g (ÉÈÕÄÏÂÎÏ ÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÓÔÒÅÌÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ, ËÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÁËÏÊ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ, ÓÍÏÔÒÉÔÅ�ÒÉÍÅÒ ÎÁ ÒÉÓ. 1.5).Â) óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X ! Y É g : Y ! Z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÜÌÅÍÅÎÔ g(f(x)) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z. ïÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ: g Æ f .úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X ! Y , g : Y ! Z É h : Z ! W×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h Æ (g Æ f) = (h Æ g) Æ f .úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ g Æ f , ÅÓÌÉÁ) g É f | �Ï×ÏÒÏÔÙ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÌÙ � É � ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ.Â) g É f | ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ l1 É l2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.×) g É f | ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ l1 É l2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y 2 YÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ x 2 X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y.úÁÄÁÞÁ 12. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ 7 ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ?úÁÄÁÞÁ 13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ f : X ! Y , g : Y ! Z. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f É g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ, ÔÏ É g Æ f×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ?úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ f : X ! Y | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Y ! X, ÞÔÏ g(f(x)) = x �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 X É f(g(y)) = y �ÒÉÌÀÂÏÍ y 2 Y . åÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f�1.úÁÄÁÞÁ 16. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÔÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÚÁÄÁÞÉ 7, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ.úÁÄÁÞÁ 17. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÅÇÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 18. ëÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÂÏÌØÛÅ:1)õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ Y , ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ.



19 ìÉÓÔÏË �9. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÁ) ÔÅÈ, �ÅÒÉÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 2002, ÉÌÉ ÔÅÈ, �ÅÒÉÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 2005?Â) ÔÅÈ, �ÅÒÉÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 2003, ÉÌÉ ÔÅÈ, �ÅÒÉÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 2006?úÁÄÁÞÁ 19. äÁÎÙ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: N, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÔÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ ÞÉÓÌÁ 3. ðÒÏ ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ.úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: Á) ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ; Â) ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.ìÉÓÔÏË �9. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 01.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : X ! N. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ, ÅÓÌÉ X �ÕÓÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ X ÓÞ£ÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N ! X?úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÞ£ÔÎÙ: Á) Z; Â) fx 2 N j x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9g.úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÓÞ£ÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ A [B ÔÏÖÅ ÓÞ£ÔÎÏ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ£ÔÎÏ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ£ÔÎÏ.Ä) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÓÅÇÄÁ ÓÞ£ÔÎÏ?úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | �ÅÌÙÅÞÉÓÌÁ; Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ; ×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ A�B = f(a; b) j a 2 A; b 2 Bg, ÇÄÅ A É B ÓÞ£ÔÎÙ.úÁÄÁÞÁ 5*. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 0 É 1;Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N.úÁÄÁÞÁ 7. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ;Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ;×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ?úÁÄÁÞÁ 8. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÁ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÂÏÌÅÅ 1 ÎÁ �ÒÑÍÏÊ; Â) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ; ×) ËÒÕÇÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ;Ç) ×ÏÓØÍ£ÒÏË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (×ÏÓØÍ£ÒËÁ | ÜÔÏ Ä×Å ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ (×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ;×ÏÓØÍÅÒËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×); Ä)* ÂÕË× ��� (ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X ! Y . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: jXj = jY j.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) jXj = jXj; Â) ÅÓÌÉ jXj = jY j, ÔÏ jY j = jXj; ×) ÅÓÌÉ jXj = jY j É jY j = jZj, ÔÏ jXj = jZj.úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝ-ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÉÚ M ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.úÁÄÁÞÁ 11. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË: Á) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É ÏÔÒÅÚÏË; Â) �ÏÌÕÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ (ÂÅÚ ËÏÎ�Ï×) É �ÒÑÍÁÑ; ×) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É �ÒÑÍÁÑ; Ç) ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÒÕÇÁ; Ä) Ë×ÁÄÒÁÔ2) É �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ; Å) Ë×ÁÄÒÁÔ É ËÒÕÇ; Ö) ÏÔÒÅÚÏË É ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÕ?úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 0 É 1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×�ÒÁ×Ï É ××ÅÒÈ ÔÁÂÌÉ� ÉÚ 0 É 1 ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.2)ë×ÁÄÒÁÔ × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x; y), ÇÄÅ 0 6 x; y 6 1.



ìÉÓÔÏË �10. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï�ÅÎËÉ 20úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×�ÒÁ×Ï É ×ÎÉÚ ÔÁÂÌÉ�Á ÉÚ 0 É 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË �Ï ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ 0 É 1, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄ£Ô ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÔÁÂÌÉ�Ù. (õËÁÚÁÎÉÅ:ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÏ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÏÔÌÉÞÁÌÁÓØ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉ�Ù ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ.)Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12 ÎÅÓÞ£ÔÎÏ: ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 14*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ I ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S ÚÁÄÁ-ÞÉ 12; Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË Ë×ÁÄÒÁÔÁ I � I (ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒ (x; y), ÇÄÅ x; y | ÌÀÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ I).úÁÄÁÞÁ 15*. (�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á B É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÔÏ A É B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.úÁÄÁÞÁ 16*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÒÕÇ É ÌÀÂÏÅ ËÒÕÇÏ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.úÁÄÁÞÁ 17*. Á) ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚÎÉÈ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ. Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ×ÍÅÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | ÏÔÒÅÚÏË.úÁÄÁÞÁ 18*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÞÉ 12 ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ N × N; Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 19*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×?ìÉÓÔÏË �10. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï�ÅÎËÉ 02.2004úÁÄÁÞÁ 1. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: Á) 515 ÉÌÉ 155; Â) 2100 ÉÌÉ 1030; ×) 78 ÉÌÉ 87; Ç) 3500 ÉÌÉ 7300?úÁÄÁÞÁ 2. Á) þÉÓÌÏ x ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 0;1. íÏÇÌÏ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x2 ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 10? Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ px.úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a+ 1a > 2 �ÒÉ a > 0. Â) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a+ 9a �ÒÉa > 0?úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ ÄÅ×ÑÔØ ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ p0;999999999.úÁÄÁÞÁ 5. äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ a 2 N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n �ÉÆÒ. Á) óËÏÌØËÏ �ÉÆÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ a3? Â) äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ a3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k �ÉÆÒ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ, ÞÔÏn+ k = 2005?úÁÄÁÞÁ 6. ÷ ÂÁÎË ËÌÁÄÕÔ 1000 ÒÕÂÌÅÊ. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÕÓÔÑ 10 ÌÅÔ �ÏÌÕÞÁÔ ÂÏÌØÛÅ ÄÅÎÅÇ: ÅÓÌÉÂÁÎË ÎÁÞÉÓÌÑÅÔ 5% ÏÔ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚ × ÇÏÄ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÁÞÉÓÌÑÅÔ (5/12)% ÒÁÚ × ÍÅÓÑ�?úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ a ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á Á) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ) (1 + a)n > 1 + na; Â) (1 + a)n > 1 + an+ a2n(n� 1)=2.úÁÄÁÞÁ 8. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ n > 1, ÞÔÏ Á) 1;001n > 105; Â) 0;999n < 10�5; ×)* npn < 1;001.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ��ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n� ÉÌÉ ��ÒÉ nÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ�, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > k.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ n� 0.úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ: nn > 106 � n! �ÒÉ n � 0. Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ 106 ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅÞÉÓÌÏ?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a > 1 É C | ÌÀÂÏÅ, ÔÏ Á) an > C �ÒÉ n � 0; Â) an > n �ÒÉn� 0.úÁÄÁÞÁ 11. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0;001n2 > 100n+ 57 �ÒÉ n� 0.Â) þÉÓÌÏ C | ÌÀÂÏÅ, n É m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, �ÒÉÞ£Í n > m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn > Cxm �ÒÉ x� 0.×) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) = pkxk + pk�1xk�1 + � � � + p1x + p0, ÇÄÅ pk > 0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ P (x) >0 �ÒÉ x� 0?úÁÄÁÞÁ 12. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) 1;01n > 100n �ÒÉ n � 0; Â) ÅÓÌÉ a > 1, C > 0, ÔÏ an > Cn �ÒÉn� 0?



21 ìÉÓÔÏË �11. ìÏÇÉËÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÞÉÓÅÌ x1; x2; x3; : : : , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ xn. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 13. Á) ðÕÓÔØ q > 1, É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (xn) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ xn+1=xn >q �ÒÉ n� 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn > 1 �ÒÉ n� 0. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ q = 1?úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n � 0 Á) 2n > n100; Â) ÅÓÌÉ a > 1 É k 2 N, ÔÏan > nk.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n! > an ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ n� 0.úÁÄÁÞÁ 16. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=(n+ 1) + 1=(n+ 2) + � � �+ 1=2n > 1=2 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n 2 N.Â) (çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÞÉÓÌÁ C ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n 2 N, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 1=2 + � � � + 1=n > C? ×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1=12 + 1=22 + � � � + 1=n2 > C.
òÉÓ. 1.6.

úÁÄÁÞÁ 17*. åÓÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÉÒ�ÉÞÅÊ × ÆÏÒÍÅ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. ëÉÒ�ÉÞÉ ËÌÁÄÕÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÏÎÉ ÎÅ �ÁÄÁÌÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.6). �ëÒÙÛÕ� ËÁËÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÔÁË�ÏÌÕÞÉÔØ?úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ n 2 N: Á) an+1=bn > (n + 1)a � nb, ÅÓÌÉ a; b > 0;Â) (1 + 1n+1)n+1 > (1 + 1n)n; ×) (1 + 1n�1)n > (1 + 1n)n+1; Ç) 2 6 (1 + 1n)n 64; Ä)* (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ) (a1 + : : : + an)=n > npa1 : : : an, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ; Å)* (n=4)n 6 n! 6 ((n+ 1)=2)n; Ö)* (1 + 1n)n 6 3.úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ P (x) = xn1 � xn2 + xn3 � xn4 + � � � + xn2k+1 , ÇÄÅ n1 > n2 > � � � > n2k+1 | ÎÁÂÏÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ P (x) > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x > 0.úÁÄÁÞÁ 20. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: Á) a!+b!+! = d!; Â) x+y+z = xyz; ×) x2+3x = y2.úÁÄÁÞÁ 21. ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÏËÏÌÏ ËÒÕÇÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÂÉÌÉ ÎÁ 100� 100 ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× É ÚÁËÒÁÓÉÌÉË×ÁÄÒÁÔÉËÉ, ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ËÒÕÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊÆÉÇÕÒÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 94% ÏÔ �ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅÇÏ ËÒÕÇÁ.úÁÄÁÞÁ 22*. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ p(x� 1)2 + y2 +px2 + (y � 1)2.úÁÄÁÞÁ 23*. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ p É q Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + px+ q = 0 ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍÎÁ 0,01. íÏÇ ÌÉ ÂÏÌØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 100?úÁÄÁÞÁ 24*. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ n, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ 9 ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉÞÉÓÌÁ fpng℄ ÂÕÄÕÔ 987654321? (fxg = x� [x℄ | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ x.)ìÉÓÔÏË �11. ìÏÇÉËÁ 03.2004úÁÄÁÞÁ 1. úÁ ÄÅÎØ ÄÏ ÄÏÖÄÑ ðÅÔÉÎ ËÏÔ ×ÓÅÇÄÁ ÞÉÈÁÅÔ. óÅÇÏÄÎÑ ðÅÔÉÎ ËÏÔ ÞÉÈÎÕÌ. �úÁ×ÔÒÁ ÂÕÄÅÔÄÏÖÄØ�, | �ÏÄÕÍÁÌ ðÅÔÑ. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ?úÁÄÁÞÁ 2. ÷ �ÁÒÌÁÍÅÎÔÅ ÎÅËÏÊ ÓÔÒÁÎÙ 100 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÄÅ�ÕÔÁÔ ÌÉÂÏ ÞÅÓÔÎÙÊ, ÌÉÂÏ �ÒÏ-ÄÁÖÎÙÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ | �ÒÏÄÁÖÎÙÊ. óËÏÌØËÏ ÞÅÓÔ-ÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 3. �ÒÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ | A, B É C | ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÏÅ ÄÒÕÇÉÈ ÍÙÓÌÑÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÌÏÇÉÞÎÏ. üÔÏÊ ÔÒÏÉ�Å �ÏËÁÚÁÌÉ7 ÍÁÒÏË: 2 ËÒÁÓÎÙÈ, 2 ÚÅÌ£ÎÙÈ É 3 ÓÉÎÉÈ. úÁÔÅÍ ×ÓÅÍ ÔÒÏÉÍ ÚÁ×ÑÚÁÌÉ ÇÌÁÚÁ É ÎÁËÌÅÉÌÉ ÎÁ ÌÏÂ �ÏÍÁÒËÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÁÒËÉ Ó�ÒÑÔÁÌÉ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË �Ï×ÑÚËÉ Ó ÇÌÁÚ ÂÙÌÉ ÓÎÑÔÙ, Õ A Ó�ÒÏÓÉÌÉ:�íÏÖÅÔÅ ÌÉ ×Ù ÎÁÚ×ÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ �×ÅÔ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ×ÁÓ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÎÅÔ?�, É A ÏÔ×ÅÔÉÌ: �îÅÔ�.ëÏÇÄÁ ÔÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÌÉ B, ÏÎ ÔÏÖÅ ÏÔ×ÅÔÉÌ: �îÅÔ�. ðÒÏ ËÏÇÏ ÉÚ A, B É C ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,ËÁËÁÑ ÎÁ Î£Í ÍÁÒËÁ?úÁÄÁÞÁ 4. ä×ÕÍ ÇÅÎÉÁÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ ÓÏÏÂÝÉÌÉ �Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÓËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ: �úÎÁÅÛØ



ìÉÓÔÏË �11. ìÏÇÉËÁ 22ÌÉ ÔÙ ÍÏ£ ÞÉÓÌÏ?� (ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÏÌØËÏ �ÄÁ� ÉÌÉ �ÎÅÔ�). óÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÕÚÎÁÔØÏÂÁ ÞÉÓÌÁ?úÁÄÁÞÁ 5. ëÁÖÄÙÊ ÔÕÚÅÍÅ� Ó ÏÓÔÒÏ×Á áÍÂÁ | ÌÉÂÏ ÞÅÓÔÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÌÖÅ�. þÅÓÔÎÙÅ ÉÚÒÅËÁÀÔ ÔÏÌØËÏÉÓÔÉÎÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ, ÌÖÅ�Ù | ÔÏÌØËÏ ÌÏÖÎÙÅ.Á) ÷ÁÍ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÉÄÕÔ Ä×ÏÅ ÔÕÚÅÍ�Å×. îÁ ×Ï�ÒÏÓ �÷Ù | ÞÅÓÔÎÙÊ?� �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÒËÁÅÔ ÞÔÏ-ÔÏÎÅÒÁÚÂÏÒÞÉ×ÏÅ. ÷ÔÏÒÏÊ ÔÕÚÅÍÅ� �ÒÉÈÏÄÉÔ ÷ÁÍ ÎÁ �ÏÍÏÝØ: �íÏÊ ÄÒÕÇ ÏÔ×ÅÔÉÌ �ÄÁ�. îÏ ×ÅÒÉÔØ ÅÍÕÎÅ ÓÔÏÉÔ | ÏÎ ÌÖÅ��. þÔÏ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÜÔÉÈ ÔÕÚÅÍ�Å×?Â) ïÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÁÒÙ ÔÕÚÅÍ�Å× ÇÏ×ÏÒÉÔ: �ñ ÌÖÅ� ÉÌÉ ÍÏÊ ÄÒÕÇ ÌÖÅ��. ÷ÁÛÉ ×Ù×ÏÄÙ?×) þÔÏ ×Ù �ÏÄÕÍÁÅÔÅ, ÕÓÌÙÛÁ× ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ: �ñ ÌÖÅ� É ÍÏÊ ÄÒÕÇ ÌÖÅ��?Ç) á ÕÓÌÙÛÁ×: �åÓÌÉ Ñ ÞÅÓÔÎÙÊ, ÔÏ ÍÏÊ ÄÒÕÇ ÌÖÅ��?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÚÏ×£Í ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅÍ ÌÀÂÏÅ �Ï×ÅÓÔ×Ï×ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÂÏ ÉÓ-ÔÉÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÌÏÖÎÏ. åÓÌÉ A É B | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ: �ÎÅ A� (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A) | ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ A, ÉÓÔÉÎÎÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉA ÌÏÖÎÏ;�A É B� (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A^B) | ËÏÎßÀÎË�ÉÑ A É B, ÉÓÔÉÎÎÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ É A, É B ÉÓÔÉÎÎÙ;�A ÉÌÉ B� (A_B) | ÄÉÚßÀÎË�ÉÑ A É B, ÉÓÔÉÎÎÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ A É B ÉÓÔÉÎÎÏ;�ÅÓÌÉ A, ÔÏ B� (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A! B), ÉÓÔÉÎÎÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A ÌÏÖÎÏ ÉÌÉ É A, É B ÉÓÔÉÎÎÙ.úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Á) A! B; Â) A^B ÞÅÒÅÚ A ÉB, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Á) A! B; Â) A_B ÞÅÒÅÚA ÉB, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 8*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ×Ù-ÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ A1; : : : ; An, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ, ËÏÎßÀÎË�ÉÉ É ÏÔ-ÒÉ�ÁÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 9. îÁÚÏ×£Í ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ Ì£ÇËÏÊ, ÅÓÌÉ ÚÁ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÔÏÊ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÕÞÅÎÉË, ÒÅÛÉ×ÛÉÊ ×ÓÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÕÄÎÏÊ (Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ Ì£ÇËÏÊ) ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÞÁÓÔÉ�Ù�ÎÅ�.úÁÄÁÞÁ 10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ì£ÇËÏÊ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ:I. ÷ ËÁÖÄÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÞÅÎÉË.II. ÷ ËÁÖÄÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÞÅÎÉË ÒÅÛÉÌ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ.íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÂÙÔØ Ì£ÇËÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ I É ÔÒÕÄÎÏÊ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ II?úÁÄÁÞÁ 11. óÏÌÄÁÔÕ-�ÉÒÀÌØÎÉËÕ �ÒÉÛÅÌ �ÒÉËÁÚ: ÂÒÉÔØ ÔÅÈ ÓÏÌÄÁÔ ÅÇÏ ×Ú×ÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÒÅÀÔÓÑÓÁÍÉ (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅ ÂÒÉÔØ). óÍÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ?úÁÄÁÞÁ 12. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÌÏÖÎÙÍÉ:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÒÁÍËÅ ÌÏÖÎÏõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÁÍËÅ ÉÓÔÉÎÎÏúÁÄÁÞÁ 13*. (éÓÔÉÎÎÏÅ �ÒÏÉÓÛÅÓÔ×ÉÅ) î.î.ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ× ÓËÁÚÁÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ Ó×ÏÅÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ: �÷ÑÎ×ÁÒÅ ÚÁÎÑÔÉÑ �ÒÏÈÏÄÑÔ 13, 17, 20, 24, 27 É 31 ÞÉÓÌÁ. ÷ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÎÅÊ ×ÁÍ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÎÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÍÕ, ÎÏ × ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÄÅÎØ, ×Ù ÎÁËÁÎÕÎÅ ÚÎÁÔØ ÅÝ£ ÎÅ ÂÕÄÅÔÅ.�Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ 31 ÑÎ×ÁÒÑ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ 27 ÑÎ×ÁÒÑ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ 20 ÑÎ×ÁÒÑ.Ç) ïÄÎÁËÏ 20 ÑÎ×ÁÒÑ ÜÔÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁÓØ (ËÓÔÁÔÉ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÜÔÏÊ ËÏÎ-ÔÒÏÌØÎÏÊ ×Ù ÓÅÊÞÁÓ ÞÉÔÁÅÔÅ). ñÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, ÎÁËÁÎÕÎÅ ÎÉ ÏÄÉÎ ÕÞÁÓÔÎÉË ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÚÎÁÌ.ëÁË ÜÔÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÏ× ÚÁÄÁÞÉ?ìÉÓÔÏË �12. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 04.2004



23 ìÉÓÔÏË �12. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ Ó×ÅÒÈÕ , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ C, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xn < C.úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (xn) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (Ô. Å. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C > 0, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jxnj < C.úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ Á) ÅÓÔØ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ, É ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ; Â) ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ, ÎÏ ÎÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ; ×) ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ, ÎÏ ÎÅÔ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ; Ç) ÎÅÔ ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Á) xn = n22n ; Â) yn = n100 + n2 ; ×) zn =1000nn! .úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Á) xn = n2�5n+1; Â) yn = n+5 sin �n2 .úÁÄÁÞÁ 5. ðÅÒÅ�ÉÛÉÔÅ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ: �(xn) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ�.úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉ ËÁËÉÈ q �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = 1 + q + q2 + : : :+ qn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÕÍÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (xn) É (yn) | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (zn), ÇÄÅ zn = xn+yn�ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÚÎÏÓÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ.úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÓÕÍÍÁ; Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ; ×) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ; Ç) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ" > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n > N ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïjxnj < ".úÁÄÁÞÁ 8. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) ÎÁÊÄÉÔÅ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ " > 0 ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏÍÅÒ N ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ jxnj < ", ÅÓÌÉ Á) xn = 1n ; Â) xn = 2n3 ; ×) xn = sinnn ; Ç) xn =12n2 + n .úÁÄÁÞÁ 9. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) É (yn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ. óÏÓÔÁ×ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ x1; y1; x2; y2; x3; y3; : : : âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) É (yn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ, Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (zn) ÔÁËÏ×Á,ÞÔÏ xn 6 zn 6 yn �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (zn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÁÌÁÑ.úÁÄÁÞÁ 12. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á) xn = osn� 0; 5nn+ 7 ; Â) yn =3n + 4n2n + 5n ?úÁÄÁÞÁ 13. äÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (xn) ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (pxn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ?úÁÄÁÞÁ 14. äÁÎÙ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: (xn) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ, Á (yn) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (xn + yn) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á (xnyn) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 15. ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ ÞÌÅÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÚÑÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f : N ! N É �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏ×ÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (yn), ÇÄÅyn = xf(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n 2 N). ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÁÌÏÊ?



ìÉÓÔÏË �13. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 24úÁÄÁÞÁ 16. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Á Å£ ÞÌÅÎÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁC > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n, ÂÏÌØÛÉÈ k, ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïjxnj > C.úÁÄÁÞÁ 17. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÁÑ?úÁÄÁÞÁ 18. úÁ�ÉÛÉÔÅ ÂÅÚ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ: (xn) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ; Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÏÊ.úÁÄÁÞÁ 19. ëÁËÉÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ËÁËÉÅ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ, Á ËÁËÉÅ |ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ: Á) xn = (1; 1)n; Â) yn = (0; 9)n; ×) zn = pn3 + n � pn3; Ç) tn = npn!;Ä) sn = n5 + 1n4 + n2 ?úÁÄÁÞÁ 20. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1=xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ?úÁÄÁÞÁ 21. ïÄÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ. þÔÏ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ Á) Ï ÓÕÍÍÅ; Â) ÏÂ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ; ×) Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ?úÁÄÁÞÁ 22. ìÀÂÕÀ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÁ) Ä×ÕÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ; Â) Ä×ÕÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ?úÁÄÁÞÁ 23. åÓÔØ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÊÄÕÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ?úÁÄÁÞÁ 24. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n �ÕÓÔØ xn | ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 1=k, ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ,1 6 k 6 n É × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ k ÎÅÔ �ÉÆÒÙ 9. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn)?ìÉÓÔÏË �13. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 04.2004úÁÄÁÞÁ 1. ÷ Ä×Á ÓÏÓÕÄÁ ÒÁÚÌÉÌÉ (ÎÅ �ÏÒÏ×ÎÕ) 1 Ì ×ÏÄÙ. éÚ 1-ÇÏ ÓÏÓÕÄÁ �ÅÒÅÌÉÌÉ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ× Î£Í ×ÏÄÙ ×Ï 2-Ê, ÚÁÔÅÍ ÉÚ 2-ÇÏ �ÅÒÅÌÉÌÉ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÏËÁÚÁ×ÛÅÊÓÑ × Î£Í ×ÏÄÙ × 1-Ê, ÓÎÏ×Á ÉÚ 1-ÇÏ�ÅÒÅÌÉÌÉ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×Ï 2-Ê, É Ô. Ä. óËÏÌØËÏ ×ÏÄÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1 ÍÌ) ÂÕÄÅÔ × 1-Í ÓÏÓÕÄÅ �ÏÓÌÅ 50�ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÅÓÌÉ (xn) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ xn = a + �n, ÇÄÅ (�n) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:limn!1xn = a. çÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ (xn) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë a �ÒÉ n, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (É�ÉÛÕÔ xn ! a �ÒÉ n!1).úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ (xn) (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ): Á) xn = 1+(�0; 1)n; Â) xn = nn+ 1; ×) xn =(�1)n; Ç) xn = (2n � 1)=(2n + 1); Ä) xn = 1 + 0; 1 + : : : + (0; 1)n; Å) xn = (1 + 3 + : : : + 3n)=5n;Ö) xn = pn+ 1�pn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a (ÇÄÅ " > 0) | ÜÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a � "; a + "). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:U"(a).úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ×"-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ (xn) (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k > N ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jxk�aj <".úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 1, 3 É 4.



25 ìÉÓÔÏË �13. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉúÁÄÁÞÁ 6. úÁ�ÉÛÉÔÅ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ: Á) �ÞÉÓÌÏ a ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ (xn)�; Â) �(xn)ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ�.úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÅÄÅÌ (xn) �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ (xn), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙ?úÁÄÁÞÁ 8. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ a. Á) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ (xn) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ?Â) ðÕÓÔØ a > 0 É ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ (xn) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1=xn) ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÁ.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ limn!1xn = a, limn!1 yn = b. äÏËÁÖÉÔÅ: Á) limn!1(xn�yn) = a�b; Â) limn!1(xn �yn) = ab;×) ÅÓÌÉ b 6= 0 É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (yn) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ limn!1(xn=yn) = a=b.úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ (xn) (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ): Á) xn = 1 + q + � � � + qn; Â) xn = (n2 +5n + 7)=n2; ×) xn = C50n =n50; Ç) xn = n50=10n; Ä) xn = np2n + 3n; Å) xn = npn; Ö) xn =1=2 + 2=22 + 3=23 + : : :+ n=2n.úÁÄÁÞÁ 11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(xn+1=xn) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ.úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ: Á) limn!1 4n2=(n2 + n + 1) Â) limn!1(n2 + 2n � 2)=(n3 + n); ×) limn!1(n9 � n4 +1)=(2n9 + 7n� 5).úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ × ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ: �ðÕÓÔØ xn = (n�1)=n. �ÏÇÄÁ limn!1xn = limn!1(1�1=n) =1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, limn!1xn = limn!1(1=n) � limn!1(n� 1) = 0 � limn!1(n� 1) = 0. ïÔÓÀÄÁ 0 = 1.�úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÁÌÁÑ.úÁÄÁÞÁ 15. Á) (xn) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (xn+1 � xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉÏÂÒÁÔÎÏÅ?úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ limn!1xn = a, limn!1 yn = b, �ÒÉÞ£Í xn > yn �ÒÉ n 2 N. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) a > b;Â) a > b?úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ limn!1xn = 1. îÁÊÔÉ Á) limn!1x2n7 ; Â) limn!1x2n + xn � 2xn � 1 ; ×) limn!1pxn; Ç)* limn!1x1 + : : :+ xnn .
0
y

x1òÉÓ. 1.7.
úÁÄÁÞÁ 18. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ y = x2,ÏÓØÀ Ox É �ÒÑÍÏÊ x = 1. òÁÚÏÂØ£Í ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É�ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ �ÒÁ×ÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ×ÅÒÛÉÎÁ ÌÅÖÁÌÁ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.7). óÕÍÍÕ �ÌÏÝÁÄÅÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Sn. îÁÊÄÉÔÅ limn!1(Sn).Â) ðÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÌÅ×ÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÌÉÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.8). óÕÍÍÕ ÉÈ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ sn. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ (sn) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ, ÞÔÏ É (Sn) (ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ�ÌÏÝÁÄØÀ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ).×)*òÅÛÉÔÅ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ y = xk, ÇÄÅ k 2 N.
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x1òÉÓ. 1.8.
úÁÄÁÞÁ 19*. ó ÎÅÚÁ�ÁÍÑÔÎÙÈ ×ÒÅÍ£Î ÖÉÔÅÌÉ ÏÓÔÒÏ×Ï× þÕÎÇÁ É þÁÎÇÁ ÒÁÚ ×ÇÏÄ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÑÍÉ. öÉÔÅÌÉ þÕÎÇÉ �ÒÉ×ÏÚÑÔ �ÏÌÏ×ÉÎÕ Ó×Ï-ÉÈ ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÁ þÁÎÇÕ, Á ÖÉÔÅÌÉ þÁÎÇÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉ×ÏÚÑÔ ÔÒÅÔØÓ×ÏÉÈ ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÁ þÕÎÇÕ. ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÅÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÓÔÒÏ×Ï×? (îÏ×ÙÅ ÄÒÁÇÏ�ÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÏÓÔÒÏ×ÁÈ ÎÅ�ÏÑ×ÌÑÌÉÓØ, Á ÓÔÁÒÙÅ ÎÅ ÔÅÒÑÌÉÓØ).úÁÄÁÞÁ 20*. äÁÎÏ m �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë m�, ÉÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë m�2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �.



ìÉÓÔÏË �14. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ 26úÁÄÁÞÁ 21*. ðÅÔÑ ÛÅÌ ÉÚ ÄÏÍÁ × ÛËÏÌÕ. îÁ �ÏÌ�ÕÔÉ ÏÎ ÒÅÛÉÌ, ÞÔÏ ÌÕÞÛÅ�ÏÊÔÉ × ËÉÎÏ, É Ó×ÅÒÎÕÌ Ë ËÉÎÏÔÅÁÔÒÕ. îÁ �ÏÌ�ÕÔÉ Ë ËÉÎÏÔÅÁÔÒÕ ÅÍÕ ÚÁÈÏÔÅÌÏÓØ �ÏËÁÔÁÔØÓÑ ÎÁËÏÎØËÁÈ, É ÏÎ �Ï×ÅÒÎÕÌ Ë ËÁÔËÕ. ðÒÏÊÄÑ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÕÔÉ ÄÏ ËÁÔËÁ, ÏÎ �ÏÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ×Ó£-ÔÁËÉÕÞÉÔØÓÑ, É �Ï×ÅÒÎÕÌ Ë ÛËÏÌÅ. îÏ ÎÁ �ÏÌ�ÕÔÉ Ë ÛËÏÌÅ ÓÎÏ×Á Ó×ÅÒÎÕÌ Ë ËÉÎÏÔÅÁÔÒÕ, É Ô. Ä. ëÕÄÁ�ÒÉÄ£Ô ðÅÔÑ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?ìÉÓÔÏË �14. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ 05.2004úÁÄÁÞÁ 1. õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ n+ 1 ÄÏ 2n ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ (ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ3)) ×ÏÚØÍ£ÍÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ É ÓÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÄÅÌÉÔÅÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ n2.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÉÔÑ É çÒÉÛÁ ÕÞÁÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ ÉÚ 20 ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚËÌÁÓÓÁ ÆÕÔÂÏÌØÎÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ (11 ÞÅÌÏ×ÅË) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÷ÉÔÑ É çÒÉÛÁ ÎÅ ×ÈÏÄÉÌÉ × ËÏÍÁÎÄÕ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ?úÁÄÁÞÁ 3. óËÏÌØËÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 11100 � 1?úÁÄÁÞÁ 4. ÷ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ n ËÎÉÇ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ (ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÞ£Ì ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ËÎÉÇÕ). ðÒÏÌÀÂÙÅ k ËÎÉÇ (1 6 k 6 n) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �ÒÏÞÉÔÁÌÏ ÉÈ ×ÓÅ. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ?úÁÄÁÞÁ 5. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 3 � 3 � 3 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ 9ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÌÁÄÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ? (ìÁÄØÑ ÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ ÂÏÅÍ Ó×ÏÉ ÓÔÒÏËÕ,ÓÔÏÌÂÅ� É ×ÅÒÔÉËÁÌØ.)úÁÄÁÞÁ 6. Á) îÁ �ÏÌÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÓÌÏ×Ï �ÓÎÅÇÏ�ÁÄ�. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Å£ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØÎÁ 5 ÞÁÓÔÅÊ? (òÅÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ÂÕË×ÁÍÉ.) Â) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÁÔØ 8ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÌÉ× 5-ÔÉ ÒÁÚÎÙÍ ÕÞÅÎÉËÁÍ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÞÔÏ-ÔÏ �ÏÌÕÞÉÌ? ×) á ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁ×ÁÔØÓÌÉ×Ù ÎÅ ×ÓÅÍ?úÁÄÁÞÁ 7. óËÏÌØËÏ ÂÕËÅÔÏ× ÉÚ �ÑÔÉ ÒÏÚ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏÚÙ ÔÒ£È ÓÏÒÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 8. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÞÉÓÌÏ n 2 N ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ1) × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Á) k ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; Â) k ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; ×) ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ?úÁÄÁÞÁ 9. æÉÇÕÒÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ 48Æ. ïÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ Á) 72Æ; Â) 90Æ?úÁÄÁÞÁ 10. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ k 2 N ÞÉÓÌÏ (k � 1)! ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k? Â) äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ C50100 ÎÁ 83? áÎÁ 16?úÁÄÁÞÁ 11. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÒÏÂØ m+ 2003n2003m + n ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁÞÉÓÌÏ k. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k?úÁÄÁÞÁ 12. òÅÛÉÔÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 2x+ 3y + 5z = 11.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) (i+ 1)k+1 � ik+1 = ik � C1k+1 + ik�1 � C2k+1 + � � �+ i � Ckk+1 + 1;Â) (n+1)k+1�1 = Sk(n) �C1k+1+Sk�1(n) �C2k+1+ � � �+S1(n) �Ckk+1+n, ÇÄÅ Sm(n) = 1m+2m+ � � �+nm.×) ëÁË �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ S1(n); : : : ; Sk�1(n) ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Sk(n)? îÁÊÄÉÔÅ S2(n) É S3(n).Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sk(n) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÓÔÁÒÛÉÊ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ.úÁÄÁÞÁ 14. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÂÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ n ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊ.úÁÄÁÞÁ 15. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÏ×£Í ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ x1, x2, . . . ,xn ÞÉÓÅÌ 1, 2, . . . , n, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ x1+1, x2+2, . . . , xn+n | ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÈÏÒÏÛÉÅÞÉÓÌÁ.3)÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ N = 1; 2; 3; : : :1)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.



27 ìÉÓÔÏË �15. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×úÁÄÁÞÁ 16. åÓÔØ ÎÅËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÌÉ ÎÅÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏn 2 N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f1; 2; : : : ; ng ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ?úÁÄÁÞÁ 17. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (x; y; z), ÇÄÅ Á) 0 < x < y < z < 14; Â) 0 6 x 6 y 6z 6 10?úÁÄÁÞÁ 18. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ?úÁÄÁÞÁ 19. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x �ÅÌÁÑ?úÁÄÁÞÁ 20. þÉÓÌÏ x 2 (0; 1) ÎÁÚÏ×£Í ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ (ÄÁÎÎÏÅ × ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁËÁÈ ÉÌÉ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÅ), ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n 2 N Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ n-Ê ÚÎÁË �ÏÓÌÅÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ x. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ(0; 1) ÓÞ£ÔÎÏ. Â) ÷Ù�ÉÛÅÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÓÅÈ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Õ, É ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ (ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 13Á ÌÉÓÔËÁ 9) �ÏÓÔÒÏÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÔÁÂÌÉ�Õ.ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.úÁÄÁÞÁ 21. óËÏÌØËÏ �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ Á) 240; Â) 2100?úÁÄÁÞÁ 22. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÓÑÔÙÊ ÚÎÁË �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ p0;999999999.úÁÄÁÞÁ 23. ëÁËÉÈ 100-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ × Ó×ÏÅÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ 7 ÉÌÉ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 24. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (x; y; z) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xy + yz + xz = xyz + 2.úÁÄÁÞÁ 25. éÚ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÒÅÚÁÌÉ ËÌÅÔËÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 10. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ (ËÁÖÄÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈËÌÅÔÏË)?úÁÄÁÞÁ 26. (��ÅÏÒÅÍÁ Ï Ä×ÕÈ ÍÉÌÉ�ÉÏÎÅÒÁÈ�) ðÕÓÔØ limn!1xn = limn!1 yn = Á, É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(zn) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ xn 6 zn 6 yn �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÏÍÅÒÅ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!1 zn = a.úÁÄÁÞÁ 27. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ �ÒÅÄÅÌ, ÎÅ ÉÍÅÑ ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏÞÌÅÎÏ×?úÁÄÁÞÁ 28. ðÕÓÔØ A(x) = akxk+: : :+a1x+a0 ÉB(x) = bmxm+: : :+b1x+b0 |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ k Ém ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ: Á) limn!1A(n)=nk; Â) limn!1A(n)=B(n); ×) limn!1(Sk(n)=nk�n=(k+1)).ìÉÓÔÏË �15. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 09.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁanxn + an�1xn�1 + � � � + a0; ÇÄÅ n 2 N [ f0g, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ an; : : : ; a0 | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í an 6= 0. ëÒÁÔËÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A(x) ÉÌÉ A. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ an ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÁÒÛÉÍ.óÔÅ�ÅÎØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ degA. þÉÓÌÏ 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÅÇÏÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.úÁÄÁÞÁ 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ degA = 10, degB = degC = 7. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ deg(A+B) É deg(B + C)?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ degAB = degA+ degB. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ degA(B(x)) = degA � degB.úÁÄÁÞÁ 3. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏÍ?úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ A(x) ÚÁÄÁ£Ô ÆÕÎË�ÉÀ A : R ! R, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ s 2 R ÞÉÓÌÏ A(s) (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ A(x) ÞÉÓÌÁ s ×ÍÅÓÔÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x).



ìÉÓÔÏË �15. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 28úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ degA > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A(1), A(2), . . . ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ.úÁÄÁÞÁ 5. íÏÇÕÔ ÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ?úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ: Á) (x� 1)n; Â) (x+ 1)n; ×) (x� 2)n;Ç) (x + 2)n; Ä) (1 � x + x4)1000. Å) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ ÕÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Ä). þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. þÉÓÌÏ s ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A, ÅÓÌÉ A(s) = 0.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ B, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ C, ÞÔÏ A = BC, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ A. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 8. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x9 � 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x? á ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 � 1?úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ s | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A(x) ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁx� s.úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ A(1) = A(2) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x� 1)(x� 2).úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A ÎÅ ÂÏÌØÛÅ degA.úÁÄÁÞÁ 12. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÄÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ sinx?úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÒÉ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,É ÓÔÅ�ÅÎÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ A = B.úÁÄÁÞÁ 14. ÷ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ �ÒÑÍÁÑ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ �ÁÒÁÂÏÌÕ?úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ a+bx+x(x�1).Â) îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (0; 1), (1; 2) É (2; 4).×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a + bx + x(x � 1) + dx(x �1)(x� 2).Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÞÔÏ P (0) = 1, P (1) = 2, P (2) = 4, P (3) = 8.úÁÄÁÞÁ 16*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; an É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ b1; b2; : : : ; bnÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P (a1) = b1; : : : ; P (an) = bn.ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉúÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÒÉ x = 0 Éx = 1 ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ A(x) = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.úÁÄÁÞÁ 18. Á) îÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ p=q | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A(x) = anxn + � � � + a0 Ó�ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ an ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q É a0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.Â) ðÕÓÔØ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ an = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ A| �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 19. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: Á) x3 � 6x2 +15x� 14; Â) 6x4 +19x3 �7x2 � 26x+ 12.úÁÄÁÞÁ 20. Á) ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ, Q(p2) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q(�p2) = 0.Â) îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ËÏÒÎÅÍ p2 + p3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅËÏÒÎÉ P . �ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁúÁÄÁÞÁ 21. Á) ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ a(x) = x3 + ax2 + bx +  ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ(ÔÏ ÅÓÔØ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ): a(x) = (x��1)(x��2)(x��3). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ: �1 + �2 + �3 = �a; �1�2 + �2�3 + �3�1 = b; �1�2�3 = �.Â)*îÁÊÄÉÔÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÅÓÌÉ deg a(x) = n, a(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.



29 ìÉÓÔÏË �16. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉúÁÄÁÞÁ 22. Á) ðÒÏ ÞÉÓÌÁ a; b;  ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a+ b+  > 0, ab+ b+ a > 0, ab > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏa, b É  �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. Â) ðÕÓÔØ a+ b+  < 0, ab+ b+ a < 0, ab < 0. ëÁËÉÅ ÚÎÁËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØÞÉÓÌÁ a, b, ?úÁÄÁÞÁ 23*. Á) ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ  6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x5 + ax2 + bx +  ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁ �ÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x5 + ax4 + bx3 + .úÁÄÁÞÁ 24. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x�a)(x� b) �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ an+ bn �ÅÌÏÅ �ÒÉn 2 N.úÁÄÁÞÁ 25*. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ n �ÉÆÒ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ (p26 + 5)n.ìÉÓÔÏË �16. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ 09.2004ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R, Q ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ R[x℄, Q [x℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A É B | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÉÞ£Í degB > 0. òÁÚÄÅÌÉÔØ A ÎÁ B Ó ÏÓÔÁÔËÏÍÚÎÁÞÉÔ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q É R, ÞÔÏ A = BQ+R, ÇÄÅ ÌÉÂÏ R = 0, ÌÉÂÏ degR < degB.úÁÄÁÞÁ 1. òÁÚÄÅÌÉÔÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 2x4 � 3x3 + 4x2 � 5x+ 6 ÎÁ x2 � 3x+ 1.úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Q É R Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3. (�ÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A(x) ÎÁ Ä×ÕÞÌÅÎ x � aÒÁ×ÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A(x) �ÒÉ x = a.úÁÄÁÞÁ 4. Á) ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ A(x) ÎÁ x � 1 ÒÁ×ÅÎ 5, Á ÎÁ x � 3 ÒÁ×ÅÎ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ A(x) ÎÁ (x� 1)(x� 3). Â) îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x1000 ÎÁ x2 + x� 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ îïä(A;B) Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ1) ÄÅÌÉÔ É A, É B (ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ A É B);2) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ A É B.úÁÄÁÞÁ 5. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ îïä Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×?úÁÄÁÞÁ 6. Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ îïä(A;B) = îïä(A;B�A � C), ÇÄÅ C | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ îïä ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ îïä ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: Á) x(x�1)3(x+2) É (x�1)2(x+2)2(x+5); Â) 3x3�2x2+x+2É x2 � x+ 1; ×)* xm � 1 É xn � 1; Ç)* xm + 1 É xn + 1.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ A É B | ÌÀÂÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ m É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U É V , ÞÔÏ îïä(A;B) = AU + BV.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m;n > 0, ÔÏ U É V ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ degU < n (ÉÌÉ U = 0) Édeg V < m (ÉÌÉ V = 0).×) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ U É V , ÅÓÌÉ A É B | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Â) �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(A;B) | ÜÔÏ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÄÅÌÑÝÉÊÉ A, É B.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ R[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ (ÎÁÄ R), ÅÓÌÉÏÎ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ R[x℄. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ Q [x℄.úÁÄÁÞÁ 10. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q [x℄ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ R?úÁÄÁÞÁ 11. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ R É ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ Q :Á) 5x+ 7; Â) x2 � 2; ×) x3 + x2 + x+ 1; Ç) x3 � 6x2 + 11x� 6; Ä) x3 + 3; Å) x4 + 4.



ìÉÓÔÏË �17. áËÓÉÏÍÙ �ÏÌÑ 30úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ A(x) É B(x) ÉÚ R[x℄ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U(x) É V (x) ÉÚ R[x℄, ÞÔÏ AU +BV = 1.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ R ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÉÚ R[x℄ ÄÅÌÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÄ×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A(x) É B(x) ÉÚ R[x℄, ÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x℄ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÚ R) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ R ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ R[x℄.úÁÄÁÞÁ 15. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q [x℄ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÚ Q) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Q [x℄?úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ a 2 R | ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× S É T ÉÚ Q [x℄, �ÒÉÞ£Í T ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q .äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ T , É ÞÁÓÔÎÏÅ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 17. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x100 � 32x90 + x4 + 5x3 � 3x2 � 10x+ 2 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 � 2?Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x11 + x9 � 5x8 + x7 � 6x6 � 7x4 � 98x2 � 49 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 � 7?úÁÄÁÞÁ 18*. Á) ðÕÓÔØ � 2 R | ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ Q [x℄. ðÕÓÔØ G(x) |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q [x℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G(�) 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎH(x) 2 Q [x℄, ÞÔÏ 1G(�) = H(�). Â) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H(x), ÅÓÌÉ � = 3p2 É G(x) = x+ 1.ìÉÓÔÏË �17. áËÓÉÏÍÙ �ÏÌÑ 10.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï |, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+)É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (�), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ):(A1) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a+ b = b+ a (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).(A2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b;  2 |×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a+b)+ = a+(b+) (ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).(A3) ÷ | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a + 0 = a(ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÕÌÑ).(A4) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ b 2 |, ÞÔÏ a+ b = 0 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ Ë a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �a).(M1) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a � b = b � a (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).(M2) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b;  2 |×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a � b) �  = a � (b � ) (ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).(M3) ÷ |ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 1, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 |×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa � 1 = a (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù).(M4) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 |, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÕÌÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ b 2 |, ÞÔÏ a � b = 1 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 1a ÉÌÉ a�1).(AM) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b;  2 |×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a�(b+) = a�b+a� (ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ).úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) × | ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÏÌØ;Â) Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ;×) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(�a) = a;Ç) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a+ x = b ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × | (ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ b� a;ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÏÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ).



31 ìÉÓÔÏË �18. áËÓÉÏÍÙ �ÏÒÑÄËÁúÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) × | ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉ�Á;Â) Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ;×) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ a 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a�1)�1 = a;Ç) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b 2 | É ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ a 2 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ a � x = b ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ × |(ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ba ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÏÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ).úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a � 0 = 0;Â) ÅÓÌÉ a � b = 0, ÔÏ a = 0 ÉÌÉ b = 0.×)*ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Â), ÅÓÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÁËÓÉÏÍÕ í4?úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÁ) a � (�1) = �a;Â) (�a) � (�a) = a � a;×) (�a)�1 = �(a�1), ÅÓÌÉ a 6= 0.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a;  2 |É ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ b; d 2 |×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Á) ab � d = a � b � d ; Â) ab + d = a � d+ b � b � d .úÁÄÁÞÁ 6. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ: N, Z, Q?úÁÄÁÞÁ 7. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a + bp2, ÇÄÅ a; b 2 Q (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÏÂÙÞÎÙÅ)?úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ R(x) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �P (x)Q(x) ��� P (x); Q(x) 2 R[x℄; Q(x) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ�.ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ R(x) �ÏÌÅÍ (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ)?úÁÄÁÞÁ 9. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ ÉÚ Á) ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ; Â) Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ×) ÔÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 10*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÇÄÅ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 11*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÏÌÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ìÉÓÔÏË �18. áËÓÉÏÍÙ �ÏÒÑÄËÁ 10.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ� (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ a; b 2 E ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a 6 b), �ÒÉÞ£Í×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÒÑÄËÁ:(O1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 E ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a 6 a.(O2) åÓÌÉ a; b 2 E, a 6 b É b 6 a, ÔÏ a = b.(O3) åÓÌÉ a; b;  2 E, a 6 b É b 6 , ÔÏ a 6 .(O4) äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 E ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a 6 b ÉÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b 6 a.÷ÍÅÓÔÏ a 6 b �ÉÛÕÔ ÔÁËÖÅ b > a, Á ÚÁ�ÉÓØ a < b (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, b > a) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏa 6 b É a 6= b.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÌÅ |ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÏ,�ÒÉÞ£Í ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:(AO) åÓÌÉ a; b;  2 |É a 6 b, ÔÏ a+  6 b+ .(MO) åÓÌÉ a; b;  2 |, 0 6  É a 6 b, ÔÏ a �  6 b � .



ìÉÓÔÏË �19. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ 32úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ || Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ a 6 b É  6 d, ÔÏ a+  6 b+ d;Â) ÅÓÌÉ 0 6 a 6 b É 0 6  6 d, ÔÏ a �  6 b � d;×) 1 > 0.úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ || Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ, Á P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏÅÓÔØ P = fa 2 | j a > 0g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:(P1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 | ×ÅÒÎÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: a 2 P ; a = 0; �a 2 P .(P2) åÓÌÉ a; b 2 P , ÔÏ a+ b 2 P É a � b 2 P .Â)*ðÕÓÔØ || �ÏÌÅ, P � || �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (P1) É (P2). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÏÌÅ |ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ P ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÒÉÞ£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ 6 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ P .úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ �ÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ || Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕn ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ |: n = 1 + � � � + 1| {z }n (ÓÕÍÍÁ n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÌÑ |).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m É n ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m+ n = m+ n É m � n = mn.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m 6 n, ÔÏ m 6 n.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m 6= n, ÔÏ m 6= n.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ n 2 | ÔÁË,ÞÔÏ ×ÓÅ �ÕÎËÔÙ Á){×) ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍÉ.Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ n ×ÍÅÓÔÏ n, ÓÞÉÔÁÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ(�ÅÌÙÅ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ) ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÀÂÏÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ |.ìÉÓÔÏË �19. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ 10.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ |ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ , ÅÓÌÉ ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ  2 |, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 M ×ÅÒÎÏ x 6  (ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ  ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÈÎÅÊÇÒÁÎØÀ M). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÎÉÚÕ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.üÌÅÍÅÎÔ  2 | ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÅÓÌÉ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀM , ÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ M . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: supM (ÞÉÔÁÅÔÓÑ�ÓÕ�ÒÅÍÕÍ� M).úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÉÓ×ÅÒÈÕ, É ÓÎÉÚÕ) ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ  2 |, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2M ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ jxj 6 (Ô. Å. � 6 x 6 ).úÁÄÁÞÁ 2. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í (infM , �ÉÎÆÉÍÕÍ� M).úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ  ÅÓÔØ supM ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 M ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ x 6 ; 2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 <  ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ x 2 M , ÞÔÏx > 1.úÁÄÁÞÁ 4. íÏÖÅÔ ÌÉ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈ (ÎÉÖÎÉÈ) ÇÒÁÎÅÊ?úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ supM É infM , ÅÓÌÉ M = fa2 + 2a j � 5 < a 6 5g.úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ A É B | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ, É �ÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ supAÉ supB.Á) îÁÊÄÉÔÅ sup(A [B). Â) îÁÊÄÉÔÅ sup(A+B), ÇÄÅ A+B = fa+ b j a 2 A; b 2 Bg.×) îÁÊÄÉÔÅ inf(A � B), ÇÄÅ A � B = fa � b j a 2 A; b 2 Bg, ÅÓÌÉ A É B ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



33 ìÉÓÔÏË �19. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ |ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ �ÏÌ-ÎÏÔÙ:(C) ÷ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÑ |ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÌÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ: R.úÁÄÁÞÁ 7. ëÁÖÄÏÅ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÑ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀÇÒÁÎØ?úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÕÓÔØ  = supfq 2 Q j q > 0 É q2 < 2g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2 = 2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ a > 0 ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ x > 0, ÞÔÏ x2 = a (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ pa). ×) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Q�ÏÌÎÙÍ? Ç)* äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a > 0 É ÌÀÂÏÇÏ r 2 Q Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ar, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 9. (ðÒÉÎ�É� ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×) ðÕÓÔØ [a1; b1℄ � [a2; b2℄ � : : : | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) Õ ÏÔÒÅÚËÏ× ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ; Â) ÅÓÌÉ limi!1(bi � ai) = 0,ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÄÎÁ.úÁÄÁÞÁ 10. Á) ìÀÂÁÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (a1; b1) � (a2; b2) � : : : ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÉÍÅÅÔÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ? Â) á ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ É (an), É (bn) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 11. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ.úÁÄÁÞÁ 12. Á) (ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ) ïÔÒÅÚÏË �ÏËÒÙÔ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚÏË? Â) á ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ?úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  2 R ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ n 2 N, ÞÔÏn > .Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ n 2 N, ÞÔÏ 1n < ". ×) (áËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ h 2 R É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a 2 R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏnh 6 a < (n+ 1)h.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ Á) ÉÚ Q ; Â) ÉÚR n Q .úÁÄÁÞÁ 15. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÉÎ�É�Á ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× É ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ ÁËÓÉÏÍÕ �ÏÌÎÏÔÙ.úÁÄÁÞÁ 16. (áËÓÉÏÍÁ âÏÌØ�ÁÎÏ-÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑÓ×ÅÒÈÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.úÁÄÁÞÁ 17. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) x1 = 2, xn+1 = (xn + 1)=2; Â) y1 = p2,y2 = p2p2, y3 = q2p2p2, . . . ; ×) z1 = p2, z2 = p2 +p2, z3 = q2 +p2 +p2, . . . ; Ç)* t1 = 1,tn+1 = 1=(1 + tn).úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = 1� 1=2 + 1=3 � � � �+ (�1)n+1=n ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.úÁÄÁÞÁ 19. (þÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn!1(1 + 1=n)n (ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕË×ÏÊ e);Â) limn!1(1 + k=n)n = ek �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k 2 N; ×) limn!1(1� 1=n)n = 1=e; Ç)* e = limn!1(1 + 1=1! + 1=2! +� � �+ 1=n!).úÁÄÁÞÁ 20. (÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ) ðÕÓÔØ a >0. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÅ x1 > 0 É �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) �Ï ÚÁËÏÎÕ: xn+1 = 12(xn + a=xn) �ÒÉn 2 N.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!1xn = pa. Â)* äÌÑ a = 10 ÎÁÊÄÉÔÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ jxn�p10j < 0;0001, ÅÓÌÉx0 = 3.úÁÄÁÞÁ 21*. (ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ k 2 N, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ



ìÉÓÔÏË �20. çÒÁÆÉËÉ É ËÒÉ×ÙÅ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ 34m;n > k ÉÍÅÅÍ jxm � xnj < ".úÁÄÁÞÁ 22*. îÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ËÁÒÔÕ �ÏÌÏÖÉÌÉ ËÁÒÔÕ ÔÏÊ ÖÅ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÍÁÓÛÔÁÂÁ(ÍÅÎØÛÁÑ ËÁÒÔÁ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÂÏÌØÛÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÔËÎÕÔØ ÉÇÏÌËÏÊ ÓÒÁÚÕÏÂÅ ËÁÒÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ �ÒÏËÏÌÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÌÁ ÎÁ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 23. (úÁÄÁÞÁ ëÉÒÉÌÌÏ×Á Ï ÍÁÎÎÏÊ ËÁÛÅ) ðÏ ËÒÕÇÕ ÓÉÄÑÔ n ÒÅÂÑÔ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ �Ï ÔÁÒÅÌËÅËÁÛÉ. ëÁÖÄÕÀ ÍÉÎÕÔÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÒÅÂÑÔ ÂÅÒÅÔ ÓÅÂÅ �Ï �ÏÌÏ×ÉÎÅ ËÁÛÉ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅ-ÄÅÊ. óÎÁÞÁÌÁ × ÔÁÒÅÌËÁÈ ÂÙÌÏ 1; 2; : : : ; n �Ï×ÁÒ£ÛÅË ËÁÛÉ. óËÏÌØËÏ ËÁÛÉ ÂÕÄÅÔ × ÔÁÒÅÌËÁÈ Ó�ÕÓÔÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÅÓÌÉ Á) n = 3; Â) n = 4; ×)* n 2 N?ìÉÓÔÏË �20. çÒÁÆÉËÉ É ËÒÉ×ÙÅ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ 12.2004
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x1òÉÓ. 1.9.
úÁÄÁÞÁ 1. çÒÁÆÉË f(x) ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÎÁ ÒÉÓ. 1.9. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁ-ÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ: Á) 2 f(x); Â) f(2x); ×) f(x + 2); Ç) f(x) + 2;Ä) f(�x); Å) f(jxj); Ö) jf(�jxj)j; Ú) 1�2 f(x); É) f �12x� 3�;Ë) 3� 2f(3� 2x); Ì) 1� ����f �1� jxj3 �����; Í) 1f(x) .úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ g ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË g �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ f Á) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏ-ÓÏÍ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ (3; 5); Â) ÓÖÁÔÉÅÍ × 2 ÒÁÚÁ Ë ÏÓÉ OY ; ×) ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑ-ÍÏÊ x = 3; Ä) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × 3 ÒÁÚÁ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ y = �1; Å) �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Ö) ÇÏ-ÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �1=3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (�3; 2).úÁÄÁÞÁ 3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ: Á) sin(1=x); Â) x sin(1=x); ×) os2 x; Ç) pos x.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A � R É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅB � R. åÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ g, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A É g(f(x)) = x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 A, f(g(y)) = y ÄÌÑ ×ÓÅÈ y 2 B, ÔÏ g ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ËÆÕÎË�ÉÉ f . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: g = f�1.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÉ y = f(x) É y = f�1(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ y = x.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÆÕÎË�ÉÉ Á) 2x + 3; Â) x3; ×) 1=x; Ç) x3 + 1; Ä) x=(1 + x);Å) p1� x2, x > 0.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉ×ÙÅ: Á) x2 = y2; Â) È2y � xy2 = x � y; ×) 4x2 + 9 y2 = 36; Ç) 16x2 �25 y2 = 400.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉ×ÙÅ: Á) y2 = x3; Â) y = 1 + x3; ×) y2 = 1 + x3; Ç) y2 = x + x3;Ä) y2 = x2 + x3.
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y

x1òÉÓ. 1.10. ëÒÉ×ÁÑæ (x; y) = 0.
úÁÄÁÞÁ 8. ëÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 1.10 ÚÁÄÁÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ æ (x; y) = 0.îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉ×ÙÅ: Á) æ (x + 2; y � 1) = 0; Â) æ (y; x) =0; ×) æ (�x;�y) = 0; Ç) æ (2x; y) = 0; Ä) æ �x2 ; 2y� = 0;Å) æ (jyj; x) = 0; Ö) æ (x+ y; x� y) = 0.úÁÄÁÞÁ 9. úÁÄÁÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ËÒÉ×ÕÀ, �ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ ËÒÉ×ÏÊæ (x; y) = 0 Á) ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ (�2; 3); Â) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × 2 ÒÁ-ÚÁ ÏÔ ÏÓÉ OX; ×) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ OY ; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ y = 2; Ä) �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Å) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Ö) �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 45Æ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ



35 ìÉÓÔÏË �21. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑO; Ú) ÓÖÁÔÉÅÍ × 3 ÒÁÚÁ Ë �ÒÑÍÏÊ x = 1; É) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏÍ �1=3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (1;�1).úÁÄÁÞÁ 10*. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ Á) ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ y = 1=x, ÓÄ×ÉÎÕÔÕÀ É �Ï×£ÒÎÕÔÕÀ ÔÁË,ÞÔÏ Å£ �ÅÎÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (�5; 2), Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÕÇÌÙ × 45Æ Ó OX; Â) �ÁÒÁÂÏÌÕy = x2, ÓÄ×ÉÎÕÔÕÀ É �Ï×£ÒÎÕÔÕÀ ÔÁË, ÞÔÏ Å£ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (�1;�1), Á ÏÓØ ÉÄ£Ô �ÏÄÕÇÌÏÍ 45Æ Ë OX. � � �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �Ï ëÏÛ�É) ðÕÓÔØ M � R. æÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ a 2M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Æ > 0, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÉÚM , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ jx�aj < Æ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jf(x)�f(a)j < ".ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f 2 C(Á).úÁÄÁÞÁ 11. úÁ�ÉÛÉÔÅ ÂÅÚ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÊ: �f : M ! R ÒÁÚÒÙ×ÎÁ (Ô. Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ) × ÔÏÞËÅa 2M�.úÁÄÁÞÁ 12. õËÁÖÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ4): Á) x; Â) sgnx; ×) x2; Ç) fxg;Ä) 1x ; Å) px.úÁÄÁÞÁ 13. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ × ÔÏÞËÅ a, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÏÞËÉ a?úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ f : M ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a 2 M , �ÒÉÞ£Í f(a) > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ f �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U \M .úÁÄÁÞÁ 15. ëÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ�, ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2 ÚÁÂÙÔØ, ÞÔÏ Á) " > 0;Â) Æ > 0?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. (îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �Ï ç�ÅÊÎÅ.) ðÕÓÔØ M � R. æÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ a 2 M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë a �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ M , Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï limn!1 f(xn) = f(a). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f 2 C(Á).úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ 2 É 3.úÁÄÁÞÁ 17. æÕÎË�ÉÉ f , g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a 2 R. äÏËÁÖÉÔÅ: Á) jf j 2 C(a); Â) f � g 2 C(a);×) f � g 2 C(a); Ç) ÅÓÌÉ g(a) 6= 0, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f=g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ (×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ Å£ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ): Á) xn, ÇÄÅn 2 N; Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x℄; ×) P (x)=Q(x), ÇÄÅ P;Q 2 R[x℄, Q 6= 0; Ç) npx, ÇÄÅ n 2 N; Ä) sinx;Å) os x; Ö) tg x.úÁÄÁÞÁ 19. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ f : R ! R, Á) ×ÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ; Â) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ; ×) ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ × ÔÏÞËÁÈ ×ÉÄÁ 1=n, ÇÄÅ n 2 N, É ÔÏÌØËÏ × ÎÉÈ; Ç)* ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ × ÔÏÞËÁÈ ÉÚQ É ÔÏÌØËÏ × ÎÉÈ.úÁÄÁÞÁ 20*. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ?ìÉÓÔÏË �21. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 12.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ M � R (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, M | ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑf : M ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ M , ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a 2M . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f 2 C(M).çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f : M ! R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ M , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ jf(x)j < k �ÒÉ ×ÓÅÈx 2M .4)ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÆÕÎË�ÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ.



ìÉÓÔÏË �21. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 36úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ f 2 C([a; b℄), �ÒÉÞ£Í f(a) > 0, f(b) < 0. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ  2 (a; b), ÞÔÏf() = 0?Â) (�ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ) ðÕÓÔØ f 2 C([a; b℄), �ÒÉÞ£Í f(a) < f(b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k 2 [f(a); f(b)℄ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ  2 [a; b℄, ÞÔÏ f() = k.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ R[x℄ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØÉÚ R.úÁÄÁÞÁ 3. (�ÅÏÒÅÍÁ ì. âÒ�ÁÕÜÒÁ Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ) ðÕÓÔØ f 2 C([0; 1℄) É ×ÓÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 4. æÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; Â) ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ? ×) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÏÔÒÅÚÏË ÚÁÍÅÎÅÎ ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌ; �ÒÑÍÕÀ.úÁÄÁÞÁ 5. îÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å I � R. ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ I, ÅÓÌÉ I Á) ÏÔÒÅÚÏË; Â) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ; ×) �ÒÑÍÁÑ?úÁÄÁÞÁ 6. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ I � R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁ I ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ f ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ I, �ÒÉÞ£Í ÆÕÎË�ÉÑ f�1 ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[minx2I f(x);maxx2I f(x)℄).úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ arsinx É artg x (ÎÁ ÉÈ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ A;B � R, É ÆÕÎË�ÉÉ f : A ! B, g : B ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g Æ f 2ó(A).úÁÄÁÞÁ 9. æÕÎË�ÉÉ f É g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ R, �ÒÉÞ£Í f(x) = g(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 Q . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏf = g.úÁÄÁÞÁ 10. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f(x+ y) = f(x) + f(y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈx; y 2 R.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ" > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y 2 M , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ jx� yj < Æ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏjf(x)� f(y)j < ".úÁÄÁÞÁ 11. æÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M � R. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ f 2C(M)?úÁÄÁÞÁ 12. ëÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x2, px, 1=x ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ Á) ÎÁ ÌÕÞÅ [1;1); Â) ÎÁ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÅ (0; 1)? ×) (�ÅÏÒÅÍÁ ë�ÁÎÔÏÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Î£Í. � � �úÁÄÁÞÁ 13. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + ax + 1 = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ b 2 (a� "; a+ ") ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + bx+ 1 = 0 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈËÏÒÎÑ.úÁÄÁÞÁ 14. æÕÎË�ÉÉ f É g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ R. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ max(f(x); g(x)) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÎÁ R?úÁÄÁÞÁ 15. ïÄÎÁÖÄÙ ÕÔÒÏÍ (× 900) ÔÕÒÉÓÔ ×ÙÛÅÌ ÉÚ ÌÁÇÅÒÑ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ ÇÏÒÙ É ÄÏÂÒÁÌÓÑ ÔÕÄÁ × 2000.÷ 900 ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÎÑ ÏÎ ÎÁÞÁÌ Ó�ÕÓË Ó ×ÅÒÛÉÎÙ (�Ï ÔÏÊ ÖÅ ÔÒÏ�Å, ÞÔÏ É �ÏÄÎÉÍÁÌÓÑ) É × 2000×ÅÒÎÕÌÓÑ × ÌÁÇÅÒØ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÎÁ ÔÒÏ�Å ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÕÒÉÓÔ �ÒÏÈÏÄÉÌ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ×ÄÅÎØ �ÏÄß£ÍÁ É × ÄÅÎØ Ó�ÕÓËÁ?úÁÄÁÞÁ 16. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ?úÁÄÁÞÁ 17. ÷Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M , �ÒÑÍÁÑ l É ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ l0, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ M ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ É Á) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ l; Â) �ÒÏ-ÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ A.



37 ìÉÓÔÏË �22. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁúÁÄÁÞÁ 18*. ðÕÓÔØ S1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. Á) äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf : S1 ! R.Â) ðÕÓÔØ f : S1 ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ S1 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÍÅÔÒ AB, ÞÔÏ f(A) =f(B).úÁÄÁÞÁ 19*. (�ÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÌÉÎÁÈ ) Á) îÁ ÓËÏ×ÏÒÏÄÅ ÌÅÖÁÔ Ä×Á ÂÌÉÎÁ (×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÉÎ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ. Â) îÁ ÓËÏ-×ÏÒÏÄÅ ÌÅÖÉÔ ÂÌÉÎ (×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ�ÒÑÍÙÅ, ÄÅÌÑÝÉÅ ÂÌÉÎ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 20*. æÕÎË�ÉÑ f : R ! R ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÇÒÁÆÉË f ÎÁ [a; b℄ ÌÅÖÉÔÎÅ ×ÙÛÅ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (a; f(a)) É (b; f(b)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R.úÁÄÁÞÁ 21*. ðÕÓÔØ f 2 C(R), f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ r =2 Q , ÞÔÏf(r) =2 Q .úÁÄÁÞÁ 22*. ðÕÓÔØ M � R | ÓÞ£ÔÎÏ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ f : R ! R, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÔÏÒÏÊÅÓÔØ M?úÁÄÁÞÁ 23*. ðÕÓÔØ f 2 C([0; 1℄) É f(0) = f(1). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N Õ ÇÒÁÆÉËÁ fÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÈÏÒÄÁ ÄÌÉÎÙ 1=n (Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ x; y 2 [0; 1℄, ÞÔÏ jx � yj =1=n É f(x) = f(y)). Â) åÓÔØ ÌÉ ÅÝ£ ÞÉÓÌÁ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Õ ÇÒÁÆÉËÁ f ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÈÏÒÄÁ ÄÌÉÎÙ a?úÁÄÁÞÁ 24*. óÒÅÄÉ ÒÏ×ÎÏÊ ÓÔÅ�É ÓÔÏÉÔ ÇÏÒÁ. îÁ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÔÒÏ�Ù (ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÁ-ÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ), ÎÅ Ï�ÕÓËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÉÖÅ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÔÅ�É. ä×Á ÁÌØ�ÉÎÉÓÔÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÎÁÞÁÌÉ �ÏÄß£Í (�Ï ÒÁÚÎÙÍ ÔÒÏ�ÁÍ), ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÂÙÔØ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ×ÙÓÏÔÅ. óÍÏ-ÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÄÏÓÔÉÞØ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ Á) ÔÒÏ�Ù ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÏÄß£ÍÏ× É Ó�ÕÓËÏ×; Â) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ?úÁÄÁÞÁ 25*. (î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×) éÚ á × â ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÄÏÒÏÇÉ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÉÓÁÍÉ ÓÅÂÑ. ä×Å ÍÁÛÉÎÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ×ÅÒ£×ËÏÊ ÄÌÉÎÙ 15 Í, �ÒÏÅÈÁÌÉ ÉÚ á × â �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ,ÎÅ �ÏÒ×Á× ×ÅÒ£×ËÉ. ä×Á ËÒÕÇÌÙÈ ×ÏÚÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 8 Í ×ÙÅÚÖÁÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ,ÏÄÉÎ ÉÚ á × â, ÄÒÕÇÏÊ ÉÚ â × á. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÒÁÚÍÉÎÕÔØÓÑ?ìÉÓÔÏË �22. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 02.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z| ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ z = a+bi, ÇÄÅ a É b| ÞÉÓÌÁ ÉÚ R, Á i|ÍÎÉÍÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á: ÓÉÍ×ÏÌ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ (�1). þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀz (�ÉÛÅÔÓÑ a = Re (z)), Á ÞÉÓÌÏ b | ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ z (�ÉÛÅÔÓÑ b = Im (z)). ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ (�ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÏÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ�). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕË×ÏÊ C .úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a+ biÉ + di.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z = a + bi ×ÅËÔÏÒ (a; b). äÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÞÉÓÌÁ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ jzj. ðÕÓÔØ z 6= 0. õÇÏÌ, ÏÔÓÞÉÔÁÎÎÙÊ �ÒÏÔÉ×ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ (1; 0) ÄÏ ×ÅËÔÏÒÁ (a; b), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÞÉÓÌÁ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑArg (z). (õÇÌÙ ÉÚÍÅÒÑÅÍ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ.) áÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 2�n, ÇÄÅ n 2 Z.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÅÌ: �4, 1+i, 1�ip3, sin�+i os�, 1+i tg�1�i tg� , 1+os�+i sin�.úÁÄÁÞÁ 3. (�ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁ�ÉÓÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï z = r(os'+ i sin'), ÇÄÅ r = jzj, ' = Arg (z).úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ×ÅËÔÏÒ, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ×ÅËÔÏÒÏ×,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ. Â) ðÕÓÔØ z É w | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ jzwj É Arg (zw) ÞÅÒÅÚjzj, jwj, Arg (z) É Arg (w).



ìÉÓÔÏË �22. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 38úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ jz + wj 6 jzj+ jwj �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ z É w?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ z = a+bi (ÇÄÅ a; b 2 R). þÉÓÌÏ z = a�bi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍË z.úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z ÞÅÒÅÚ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) jzj2 = zz ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z 2 C ; Â) z1 + z2 = z1 + z2 É z1z2 = z1 � z2 ÄÌÑÌÀÂÙÈ z1; z2 2 C .úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ P (x) 2 R[x℄, z 2 C É P (z) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P (z) = 0.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) C | �ÏÌÅ; Â) ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ Ë×ÁÄÒÁÔ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 10. íÏÖÎÏ ÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÁ C ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ 6 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ�ÏÌÅ?úÁÄÁÞÁ 11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) (5+i)(7�6i)3+i ; Â) (1+i)5(1�i)3 ; ×) (1+3i)(8�i)(2+i)2 ; Ç) (1 + ip3)150; Ä) (p3+i)(1�i)30 .úÁÄÁÞÁ 12. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: Á) z2 = i; Â) z2 = 5� 12i; ×) z2+(2i� 7)z+13� i = 0; Ç) z = z2;Ä) z = z3.úÁÄÁÞÁ 13. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) C1n �C3n + C5n � C7n + : : : ; Â) C0n + C4n + C8n + C12n + : : :úÁÄÁÞÁ 14. (æÏÒÍÕÌÁ íÕÁ×ÒÁ) ðÕÓÔØ z = r(os' + i sin'), n 2 N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zn = rn(osn' +i sinn').úÁÄÁÞÁ 15. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) sin'+ sin2'+ : : : + sinn'; Â) os'+ os 2'+ : : : + osn';×) sin'+ 12 sin 2'+ : : : + 12n sinn'; Ç) 1 + 2 os'+ 3 os 2'+ : : :+ (n+ 1) os n'.úÁÄÁÞÁ 16. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ sin4 x É os5 x × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ � sinkx É � os lx, ÇÄÅ �; � 2 R Ék; l 2 N [ f0g.úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ n 2 N. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ osnx É sinnx ÞÅÒÅÚ os x É sinx.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ C ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ËÏÒÎÅÊÉÚ C .úÁÄÁÞÁ 19. Á) îÁÊÄÉÔÅ (É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ) ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: z2 � 1, z3 � 1, z4 � 1,z5 � 1, z6 � 1.Â) óËÏÌØËÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1, ÇÄÅ n 2 N? îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ.×) ðÕÓÔØ �1, . . . , �n | ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ 1, �1 = 1. îÁÊÄÉÔÅ �s1 + : : : + �sn (ÇÄÅ s 2 N) É(1� �2) � : : : � (1� �n).úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ P × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ P × �ÅÎÔÒÅ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ n > k.úÁÄÁÞÁ 21. Á) ðÕÓÔØ z = (3 + 4i)=5. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ n 2 N, ÞÔÏ zn = 1? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ1� artg 43 =2 Q .úÁÄÁÞÁ 22. ðÕÓÔØ z; v; w 2 C , �ÒÉÞ£Í z + v + w = z2 + v2 + w2 = z3 + v3 + w3 = 0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏz4 + v4 +w4 = 0?úÁÄÁÞÁ 23. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Á) zn + 1 = 0; Â) jz � ij 6 2;×) Re (1z ) = 1; Ç) jz � 1j = 2jz � ij; Ä) z2 � z2 = 4; Å) jz � 1j � jz + 1j 6 3; Ö) jz � 1j+ jz + 1j = 3;Ú) z + �z = jz � 1j.úÁÄÁÞÁ 24. ëÁËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: Á) z 7�!z; Â) z 7�! z + b, ÇÄÅ b 2 C ; ×) z 7�! (os' + i sin')z, ÇÄÅ ' 2 R; Ç) z 7�! �z, ÇÄÅ � 2 R;Ä) z 7�! wz, ÇÄÅ w 2 C .úÁÄÁÞÁ 25. ðÕÓÔØ ËÁÒÔÙ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 22 ÌÉÓÔËÁ 19 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ q; b 2 C , ÞÔÏ ÅÓÌÉ z 2 C | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ËÁÒÔÅ, ÔÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÏÊ



39 ìÉÓÔÏË �23. ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÉÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ qz + b. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ q É b ÔÏÞËÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀÎÁ ËÁÒÔÁÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 26. úÁ�ÉÛÉÔÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ Á) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ ÏÓØx; Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ y; ×) �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ Ó �ÅÎÔÒÏÍ A; Ç) �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁÕÇÏÌ ' ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ A; Ä) ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k É �ÅÎÔÒÏÍ A; Å) ÓÉÍÍÅÔÒÉÀÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ y = 3 ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ 1 ×ÌÅ×Ï; Ö) �Ï×ÏÒÏÔ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÏÓØ x × �ÒÑÍÕÀy = 2x+ 1; Ú) ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ y = 2x+ 1.úÁÄÁÞÁ 27. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7�! z2 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Á) ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ; Â) �ÏÌÑÒ-ÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ; ×) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ jz+ij = 1; Ç) ËÏÛËÕ ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 20 (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.10)? Ä) �ÅÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ z 7�! 1=z.úÁÄÁÞÁ 28. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z 7�! pz �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ (ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù)?úÁÄÁÞÁ 29. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Á) z 7�! 1=z; Â)* z 7�! 0;5(z + 1=z) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ fz 2 C j Im (z) >0; jzj 6 1g?ìÉÓÔÏË �23. ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÉ 04.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. þÉÓÌÏ x 2 R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M � R, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ" > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (x� "; x+ ") \M ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. (ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï çÅÊÎÅ) ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � R, ÔÏÞËÁ a, �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , É ÆÕÎË�ÉÑ f : M ! R. þÉÓÌÏ b 2 R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë a �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ a É�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ M , Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï limn!1 f(xn) = b. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: b = limx!a f(x) ÉÌÉ f(x) ! b�ÒÉ x! a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �f(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë b �ÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a�).úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1) úÎÁÞÅÎÉÅ f × ÔÏÞËÅ a ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ É ÎÁ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.2) ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ Ë Å£ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 1. íÏÖÅÔ ÌÉ Õ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÔØ Ä×Á �ÒÅÄÅÌÁ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?úÁÄÁÞÁ 2. îÁ�ÉÛÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ × ÔÏÞËÅ a.úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞ-ËÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ �ÒÅÄÅÌ× ÔÏÞËÅ a ÒÁ×ÅÎ f(Á).úÁÄÁÞÁ 4. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 2 ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 20.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ):Á) limx!1fxg; Â) limx!1[x℄; ×) limx!3 x3�6x2+9xx�3 ; Ç) limx!�1 x2+4x+1x2+2x+1 ; Ä) limx!0x sin 1x ; Å)* limx!+1 qx+px+pxpx+1 .úÁÄÁÞÁ 6. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Á) �ÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ x! +1;Â) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f(x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë +1, �ÒÉ x! a (ÇÄÅ a 2 R ÉÌÉ a = +1).úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ) �ÒÉ x! +1 ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5.úÁÄÁÞÁ 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ Á) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ; Â) ��ÒÉÎ�É� Ä×ÕÈ ÍÉÌÉ�ÉÏÎÅÒÏ×� ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊúÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ �ÒÉ x! �1 ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = P (x)Q(x) , ÇÄÅ P (x), Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.úÁÄÁÞÁ 10. Á) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ R, �ÒÉÞ£Í limx!a f(x) = A É limx!A g(x) = B. ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ limx!a g(f(x)) = B? Â) äÏËÁÖÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ g(A) = B.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: Á) sinx < x �ÒÉ x > 0; Â) x < tg x �ÒÉ 0 < x < �=2.úÁÄÁÞÁ 12. (ðÅÒ×ÙÊ �ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ� �ÒÅÄÅÌ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limx!0 sinxx = 1.



ìÉÓÔÏË �24. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 40úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ: Á) limx!0 sin�xx ; Â) limx!0 1�os xx ; ×) limx!a sin x�sinax�a ; Ç) limx!a osx�os ax�a ; Ä)* limx!+1 log2 xx .úÁÄÁÞÁ 14. îÁÊÄÉÔÅ: Á) limx!0 p1+x�1x ; Â)* limx!0 np1+x�1x (n 2 N); ×)* limx!1 mpx�1npx�1 (m;n 2 N).úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) limx!+1 �1 + 1x�x = e; Â) limx!�1 �1 + 1x�x = e;úÁÄÁÞÁ 16. (÷ÔÏÒÏÊ �ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ� �ÒÅÄÅÌ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limx!0(1 + x)1=x = e.úÁÄÁÞÁ 17. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ ÓÌÅ×Á (Ó�ÒÁ×Á) ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a ( limx!a+0 f(x); limx!a�0 f(x)).úÁÄÁÞÁ 18. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ f , ËÏÔÏÒÁÑ × ÔÏÞËÅ a 2 R Á) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÌÅ×ÁÉ Ó�ÒÁ×Á; Â) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÌÅ×Á, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ Ó�ÒÁ×Á; ×) ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ ÎÉ Ó�ÒÁ×Á, ÎÉÓÌÅ×Á.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, Á) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ; Â) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ËÁË ÓÌÅ×Á, ÔÁË É Ó�ÒÁ×Á × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.úÁÄÁÞÁ 20*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.úÁÄÁÞÁ 21*. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ R, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ ÎÉ ÎÁËÁËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÎÏ ÉÍÅÀÝÅÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÅÄÅÌ.úÁÄÁÞÁ 22*. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ Q , ÉÍÅÀÝÅÊ × ËÁÖÄÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ. Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ R, ÉÍÅÀÝÁÑ × ËÁÖÄÏÊÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ?ìÉÓÔÏË �24. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 04.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, É �ÕÓÔØ ÔÏÞËÁ x0 �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ f 0(x0) def= limx!x0 f(x)�f(x0)x�x0 ,× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÔÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0).úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f 0(x0) = limt!0 f(x0+t)�f(x0)t .úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a 2 R ÎÁÊÄÉÔÅ f 0(a), ÅÓÌÉ Á) f(x) = , ÇÄÅ  2 R; Â) f(x) = xn; n 2 N.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f 0(x0) = A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ o(t), ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ f(x0 + t) = f(x0) +At+ o(t), �ÒÉÞ£Í limt!0 o(t)=t = 0.úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞ-ËÅ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 0 : x 7! f 0(x).úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ): Á) jxj; Â) 1x ; ×) px; Ç) x3=2.úÁÄÁÞÁ 6. á×ÔÏÍÏÂÉÌØ ÅÄÅÔ �Ï �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÔÁË, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s(t). þÔÏ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ó�ÉÄÏÍÅÔÒ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t0?úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x0. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉx 2 U , x 6= x0, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÕÀ l(x), �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ (x0; f(x0)) É (x; f(x)).Á) åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ l(x) �ÒÉ x! x0, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x0. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.Â) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÆÕÎË�ÉÑ f + g ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É (f + g)0 = f 0 + g0;



41 ìÉÓÔÏË �25. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 2Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÆÕÎË�ÉÑ Cf ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É (Cf)0 = Cf 0;×) ÆÕÎË�ÉÑ fg ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É (fg)0 = f 0g + fg0;Ç) ÆÕÎË�ÉÑ f=g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÇÄÅ g(x) 6= 0, É (f=g)0 = (f 0g�fg0)=g2.úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ): Á) anxn + : : : + a1x + a0;Â) 5x+67x+8 ; ×) 1x3�5x�2 ; Ç) sinx; Ä) os x; Å) tg x; Ö) tg x; Ú) xm=n, ÇÄÅ m 2 Z; n 2 N; É)* ex.úÁÄÁÞÁ 10. (ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) ðÕÓÔØ F (x) = f(g(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0, Á f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ g(x0), ÔÏ F (x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0,É F 0(x0) = f 0(g(x0))g0(x0).úÁÄÁÞÁ 11. (ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) Á) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÉÍÅÅÔÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ Éf 0(x0) 6= 0, ÔÏ g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ f(x0) É g0(f(x0)) = 1f 0(x0) . Â) ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á).úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ: Á) sin(os x); Â) arsinx; ×) aros x; Ç) artg x;Ä)* lnx; Å)* ax, ÇÄÅ a > 0; Ö)* x�.úÁÄÁÞÁ 13. Á) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b),É f 0(x0) > 0 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x0 2 (a; b). îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x0, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÅÈ x 2 U ÅÓÌÉ x > x0, ÔÏ f(x) > f(x0), Á ÅÓÌÉ x < x0, ÔÏ f(x) < f(x0)?Â)*÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. �ÏÞËÁ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ f(x0) > f(x)ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.úÁÄÁÞÁ 14. (�ÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ) ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ x 2 (a; b) | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÍÉÎÉÍÕÍÁ) f , ÔÏ f 0(x) = 0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x: Á) x4+x3 > �3344 ; Â) x6�6x+5 > 0; ×) x4�4x3+10x2�12x+5 >0.úÁÄÁÞÁ 16. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ x 2 [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 15.úÁÄÁÞÁ 17. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ x > 0: Á) x+ 1x ; Â) x+ 1x2 ; ×) x2 + 2x+ 4x .úÁÄÁÞÁ 18. ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÒÁ�Å�ÉÑ, ÔÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ 1?úÁÄÁÞÁ 19. (�ÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ) ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b), É, ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, f(a) = f(b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x 2 (a; b), ÞÔÏ f 0(x) = 0.úÁÄÁÞÁ 20. (�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ) ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ x 2 (a; b), ÞÔÏ f 0(x) = f(b)�f(a)b�a É ÏÂßÑÓÎÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÙ.úÁÄÁÞÁ 21. ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈx 2 (a; b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: Á) f 0(x) = 0, ÔÏ f �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b℄. Â) f 0(x) > 0, ÔÏ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b℄.úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0: Á) sinx > x� x36 ; Â) 1� x22 < os x < 1� x22! + x44! ; ×)* ex >1 + x+ x22 + : : :+ xnn! , ÇÄÅ n 2 N.ìÉÓÔÏË �25. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 2 05.2005úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a.Á) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 U ÅÓÌÉ x < a, ÔÏ f 0(x) < 0, É ÅÓÌÉ x > a, ÔÏ f 0(x) > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a |ÔÏÞËÁ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ f . åÓÔØ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÅ?Â) ðÕÓÔØ f 0(x) < 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 6= a ÉÚ U . íÏÖÅÔ ÌÉ a ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ f?×)*ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ f . îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a,ÞÔÏ f 0(x) < 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x < a ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, É f 0(x) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > a ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ?



ìÉÓÔÏË �25. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 2 42úÁÄÁÞÁ 2. éÚ �ÕÎËÔÁ A, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÌÅÓÕ × 5 ËÍ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÉ, �ÅÛÅÈÏÄÕ ÎÕÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ×�ÕÎËÔ B, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÏÒÏÇÅ × 13 ËÍ ÏÔ A. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ �ÅÛÅÈÏÄÁ ÎÁ ÄÏÒÏÇÅ |5 ËÍ/Þ, Á × ÌÅÓÕ | 3 ËÍ/Þ. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÅÛÅÈÏÄ ÓÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ A × B?úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÕ �ÁÒÁÂÏÌÙ y = x2, ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë ÔÏÞËÅ (�1; 2).úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÓÅ 4x2+9y2 = 36 ÔÏÞËÕ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÓÑÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ.úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ËÒÉ×ÙÅ: Á) y = x2 É x = y2; Â) y = sinx É y = os x?úÁÄÁÞÁ 6. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÕÞÏË ÌÕÞÅÊ, �ÁÄÁÀÝÉÊ ÎÁ �ÁÒÁÂÏÌÕ y = x2 �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ Ó×ÅÒÈÕ, ÏÔÒÁÖÁ-ÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅ£ �Ï ÚÁËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÕÞÉ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ�ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÊÄÕÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎË�ÉÑ f : (a; b) ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ ÎÁ (a; b), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔ-ÒÅÚËÁ [x1;x2℄ � (a; b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f ÌÅÖÉÔ ÎÅ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ �ÒÑÍÏÊ L,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (x1; f(x1)) É (x2; f(x2)), ÔÏ ÅÓÔØ f(x) 6 L(x) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 [x1;x2℄.úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É Ä×Á ÒÁÚÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). ÷ÙÑÓÎÉÔÅ,ËÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ (a; b):Á) � � f(x) + (1� �) � f(y) > f(� � x+ (1� �) � y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 (a; b) É ÌÀÂÏÇÏ � 2 [0; 1℄;Â) ÎÁÄÇÒÁÆÉË f ÎÁ (a; b), ÔÏ ÅÓÔØ f(x; y) 2 R2 j x 2 (a; b); y > f(x)g | ×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï;×) f 0 ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b);Ç) f 00(x) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 (a; b);Ä) ÌÀÂÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ l Ë ÇÒÁÆÉËÕ f ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÅ ×ÙÛÅ ÅÇÏ: f(x) > l(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 (a; b);Å) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï êÅÎÓÅÎÁ) �1f(x1)+���+�nf(xn)�1+���+�n > f ��1x1+���+�nxn�1+���+�n � ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn 2 (a; b)É ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �1; : : : ; �n?úÁÄÁÞÁ 8. äÁÊÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ×Ù�ÕËÌÏÊ ××ÅÒÈ ÎÁ (a; b) (ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÎÏ).úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ×ÎÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ:Á) sinx; Â) x3; ×) x4; Ç) pjxj; Ä) 5x4 + 7x3; Å) sinx+ os x; Ö) (x(x� 1))�1; Ú) x2 + 1x .úÁÄÁÞÁ 10. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: 3p60 ÉÌÉ 2 + 3p7?úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: Á) �x1+���+xnn �2 6 x21+���+x2nn ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn;Â) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ) (x1y1 + � � �+ xnyn)2 6 (x21 + � � �+ x2n)(y21 + � � �+ y2n);×)* sinx sin y sin z 6 3p3=8, ÅÓÌÉ x; y; z | ÕÇÌÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. �ÏÞËÁ x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ ÎÁ (x0 � "; x0) É ×Ù�ÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÎÁ (x0; x0 + ") (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0.Á) ðÕÓÔØ x0 | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÇÉÂÁ ÆÕÎË�ÉÉ f . ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f 00(x0) = 0? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x0 | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÇÉÂÁ f ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f 00 ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË × ÔÏÞËÅ x0.úÁÄÁÞÁ 13. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9 É ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÇÉÂÁ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ f Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, �ÒÉÞ£Í f 0(x0) =0 É Á) f 00(x0) > 0; Â) f 00(x0) < 0. éÍÅÅÔ ÌÉ f × x0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÇÏÔÉ�Á?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÒÑÍÁÑ y = kx + b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x) �ÒÉ x !+1, ÅÓÌÉ f(x)� (kx+ b)! 0 �ÒÉ x! +1. ðÒÑÍÁÑ x = x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÏÊÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x) �ÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë x0 ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ limx!x0�0 f(x) =1.úÁÄÁÞÁ 15. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x) �ÒÉ x! �1 É �ÒÉ x! x0+0.úÁÄÁÞÁ 16. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÕ y = kx+b �ÒÉ x! +1 ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ limx!+1 f(x)x = k É limx!+1(f(x)� kx) = b?



43 ìÉÓÔÏË �26. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×úÁÄÁÞÁ 17. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ (Ó �ÏÌÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ) ÇÒÁÆÉËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ:Á) x+ 1x ; Â) x+32�x ; ×) px(1 + x); Ç) x artg x; Ä) x(x+1)2 ; Å) 3p9� x3; Ö) x31�x2 ; Ú)* osxos 2x .ìÉÓÔÏË �26. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ× 09.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ m 2 N. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó b �Ï ÍÏÄÕÌÀ m, ÅÓÌÉ a� b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a � b (mod m). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ r ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Ó r �ÏÍÏÄÕÌÀ m, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ [r℄m. åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÏËÁËÏÍ ÞÉÓÌÅm ÉÄ£Ô ÒÅÞØ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ �ÉÓÁÔØ [r℄ ×ÍÅÓÔÏ [r℄m. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ×�Ï ÍÏÄÕÌÀ m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Zm. ëÌÁÓÓ [0℄m ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [r℄m = fmq + r j q 2 Zg. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Zm?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× [r℄ É [s℄ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ, �ÏÌÏÖÉ× [r℄ + [s℄ = [r + s℄ É [r℄ � [s℄ = [r � s℄.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × Zm Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ Zm ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ 0, 1, 2, . . . , m� 1, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙ-×ÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ��Ï ÍÏÄÕÌÀ m� (ËÁË ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ m).úÁÄÁÞÁ 3. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × Z2, Z3 É Z4.úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Zm.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ókp ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p �ÒÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÅÌÙÈ k, ÞÔÏ1 < k < p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Zp ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ([a℄ + [b℄)p = [a℄p + [b℄p.úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ mÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ. �ÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ × Zm.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ m > 1 �ÒÏÓÔÏÅ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ × Zm ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ m > 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÙÞÅÔÏ× [a℄m ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ [b℄m, ÞÔÏ [a℄m � [b℄m = [1℄m (ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ [b℄ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ (�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ) Ë ËÌÁÓÓÕ [a℄).úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ [a℄ ÉÚ Zp, ÞÔÏ [a℄2 = [1℄ (ÔÏ ÅÓÔØ, [a℄ÏÂÒÁÔÅÎ (�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ) ÓÁÍ ÓÅÂÅ). Â) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Zp?úÁÄÁÞÁ 10. (�ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÌØÓÏÎÁ5)) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m > 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (m� 1)! + 1 � 0 (mod m).úÁÄÁÞÁ 11. (íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ6)) ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, a | �ÅÌÏÅ, É �ÕÓÔØ (a; p) = 1.Á) äÏÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zp ÎÁ [a℄. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÔÓÑ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zp?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ap�1 � 1 (mod p). ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ bp � b (mod p) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ b.úÁÄÁÞÁ 12*. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x2 + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÔÏ p ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ4k + 1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ 4k + 1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.úÁÄÁÞÁ 13*. Á) þÉÓÌÁ p É q �ÒÏÓÔÙÅ, 2p � 1 ... q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ q � 1 ... p. Â) ðÒÏÓÔÏÅ ÌÉ 213 � 1?úÁÄÁÞÁ 14*. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zn ÔÏÞËÁÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÌÁÓÓ [a℄ 2 Zn, É ÉÚ ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÉ [x℄ 2 Zn �ÒÏ×ÅÄ£Í ÓÔÒÅÌËÕ × ÔÏÞËÕ [ax℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ [a℄ ÏÂÒÁÔÉÍ (�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ), ÔÏÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ÓÔÒÅÌËÁÍ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÉËÌÙ, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ�ÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ×ÓÅ �ÉËÌÙ,ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ.5)áÌÅËÓÁÎÄÒ ÷ÉÌØÓÏÎ (1714 { 1786) | ÛÏÔÌÁÎÄÓËÉÊ ÁÓÔÒÏÎÏÍ É ÍÁÔÅÍÁÔÉË-ÌÀÂÉÔÅÌØ.6)ðØÅÒ æÅÒÍÁ (1602 { 1665) | ×ÅÌÉËÉÊ ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÏÖÎÉËÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.



ìÉÓÔÏË �27. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 44úÁÄÁÞÁ 15*. (�ÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ7)) ðÕÓÔØ m 2 N, '(m) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ mÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a'(m) � 1 (mod m), ÅÓÌÉ a 2 Z É (a;m) = 1.úÁÄÁÞÁ 16*. Á) ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, � 2 N. îÁÊÄÉÔÅ '(p�).Â) ëÁË ÎÁÊÔÉ '(n) �Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ n ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?úÁÄÁÞÁ 17*. ðÕÓÔØ an ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ ÄÅÓÑÔØÀ �ÉÆÒÁÍÉ ÞÉÓÌÁ 2n. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an) �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ), É ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ �ÅÒÉÏÄÁ.úÁÄÁÞÁ 18. (ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ) ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m1; : : : ;mk �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ b1; : : : ; bk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏx � b1 (mod m1), . . . , x � bk (mod mk), É ÜÔÏ x ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ 0 6 x < m1 �m2 � � � � �mk.úÁÄÁÞÁ 19*. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Á) ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÁÑ; Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÑ, ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ | ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó �ÅÌÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ, ÂÏÌØÛÉÍ 1?ìÉÓÔÏË �27. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 09.2005ä×ÉÖÅÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ MÎÁ ÓÅÂÑ. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ f Æ g �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g É f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f Æ g)(x) = f(g(x)).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÉÌÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÍÅÎÑÀ-ÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ E,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ ~a ÞÅÒÅÚ T~a, ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l ÞÅÒÅÚ Sl,�ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÞÅÒÅÚ ZO, �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ �ÞÅÒÅÚ R�O.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ: Á) T~x Æ T~y; Â) ZA Æ ZB ; ×) Sl Æ Sm; Ç) T~x Æ ZA; Ä) Sl Æ R�O, ÇÄÅO 2 l; Å) n �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (Ó ÒÁÚÎÙÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ).úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ n-ÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÓÅÒÅÄÉÎÁÍ ÓÔÏÒÏÎ?úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ A, B É C ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ F , G É H Á) F Æ G = G Æ F ; Â) F Æ (G Æ H) =(F ÆG) ÆH?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÓÅ×ÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÉ. (åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÎÕÌÅ×ÏÊ, �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Å£ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓËÏÌØÚÑÝÅÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.)úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ×ÅËÔÏÒ | ÓËÏÌØÚÑÝÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x, ÞÔÏ F (x) = x.úÁÄÁÞÁ 6. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �Ï×Ï-ÒÏÔÁ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ, ÌÉÂÏ ×ÓÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 7. (�ÅÏÒÅÍÁ ûÁÌÑ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ�ÅÒÅÎÏÓ ÉÌÉ ÓËÏÌØÚÑÝÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.7)ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ (1707 { 1783) | Û×ÅÊ�ÁÒÅ�, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÊ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × òÏÓÓÉÉ É × çÅÒÍÁÎÉÉ. ëÒÕ�ÎÅÊÛÉÊÍÁÔÅÍÁÔÉË XVIII ×., ×Î£ÓÛÉÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ ×Ï ×ÓÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.



45 ìÉÓÔÏË �28. éÎÔÅÇÒÁÌúÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅÔÒ£È ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ m ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÁ×ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ n ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ (n�m) Þ£ÔÎÏ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÏÄÏÂÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÏ×ÎÏ × k ÒÁÚ. çÏÍÏÔÅÔÉÑ HkO Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÔÏÞËÅ O É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k 6= 0 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ A × ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ A0, ÞÔÏ ��!OA0 = k�!OA.úÁÄÁÞÁ 10. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ k1 Ék2, ÅÓÌÉ Á) k1k2 = 1; Â) k1k2 6= 1?úÁÄÁÞÁ 11. Á) äÁÎÙ Ä×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÉÅ �ÅÒ×ÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ×Ï ×ÔÏÒÏÊ.Â) (úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÁ�Å�ÉÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÅÊ, ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 12. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ?úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÁÎÙ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ �ÅÒ×ÕÀ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ.Â) äÁÎÙ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÛÌÉ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 14. ÷ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÈÏÒÄÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÒÁÄÉ-ÕÓÁÍÉ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 16. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ Á) ÌÀÂÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÕ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ �ÁÒÁÂÏÌÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ�ÏÄÏÂÉÑ; Â) ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = sinx × ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = sin2 x �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÄÏÂÉÑ? áÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ?úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍ 1,Á) ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ; Â) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ É �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÂÝÉÍ �ÅÎÔÒÏÍÉÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.úÁÄÁÞÁ 18. îÁ ÓÔÅÎÅ ×ÉÓÑÔ Ä×ÏÅ ÞÁÓÏ×, ÏÄÎÉ �ÏÂÏÌØÛÅ, ÄÒÕÇÉÅ �ÏÍÅÎØÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ËÏÎ�Ù ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË × ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.ìÉÓÔÏË �28. éÎÔÅÇÒÁÌ 10.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÝÁÄØ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÁÈ, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, �ÌÏÝÁÄØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÏÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: bRa f(x) dx.ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ É ÒÅÛÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ: Á) 7R3 5 dx; Â) 2R�1 x dx; ×) 1R�2 jxj dx; Ç) 1R0 x2 dx; Ä) 1R0 (x2 � 3x+ 1) dx.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ bZa (f(x) + g(x)) dx = bZa f(x) dx+ bZa g(x) dx:



ìÉÓÔÏË �29. ìÏÇÁÒÉÆÍ, ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ É ÞÉÓÌÏ e 46úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ  | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏbZa f(x) dx =  bZa f(x) dx:úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ a < b < . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏZa f(x) dx = bZa f(x) dx+ Zb f(x) dx:úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 [a; b℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f(x) 6 g(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏbZa f(x) dx 6 bZa g(x) dx:úÁÄÁÞÁ 6. Á) õ ÌÀÂÏÊ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ [a; b℄, ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ?Â) á ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ?úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, f | ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁÁ) F (t) = tR0 f(x) dx+ F (0); Â) bRa f(x) dx = F (b)� F (a);úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (ÎÁ R). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀF (t) = tRa f(x) dx ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ? åÓÌÉ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.úÁÄÁÞÁ 9*. õ ËÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ(�Ï ÷ÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ)? ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, . . . ?).ìÉÓÔÏË �29. ìÏÇÁÒÉÆÍ, ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ É ÞÉÓÌÏ e 10.2005úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ F1(x) É F2(x) | Ä×Å ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÞÔÏ (F1(x))0 = (F2(x))0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F1(x) = F2(x) + C?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ tR1 1x dx. ïÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ: ln t.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ln t)0 = 1=t.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ a | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ lnat.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lnab = lna+ ln b ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ln tr = r ln t �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ r.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ln t ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ t! +1.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ln t = a ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉÌÀÂÏÍ a 2 R (�ÒÉ a = 1 ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÕË×ÏÊ e).



47 ìÉÓÔÏË �30. éÎÔÅÇÒÁÌ 2úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÕÓÔØ f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!+1 f(xn) = f � limn!+1xn� (ÅÓÌÉÕËÁÚÁÎÎÙÊ Ó�ÒÁ×Á �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (xn) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!+1 ln(1 + 1=n)1=n = 1, É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ e = limn!+1 (1 + 1=n)n, ÔÏ ÅÓÔØÎÏ×ÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ e ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ y = ln t ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ E(y)). çÄÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ? îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÌÉ ÏÎÁ? ëÁË ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ y ! �1 É �ÒÉy ! +1?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E(a) � E(b) = E(a+ b) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a É b ÉÚ R.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E(r) = er �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ r.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ x 2 R. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ x-À ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ e ÆÏÒÍÕÌÏÊ ex = E(x). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ1) �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÑ,2) ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ x Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ex ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ,3) eaeb = ea+b �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a É b ÉÚ R.úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ ex.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ex = limn!+1 (1 + x=n)n.úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ a | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 R ÞÉÓÌÏ ax ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ax ÂÙÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ x, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ax ÂÙÌÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ axay = ax+y �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x É y ÉÚ R.úÁÄÁÞÁ 16. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ ax.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ � 2 R. æÕÎË�ÉÑ x 7! x�, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R+ , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ-�ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, Á ÞÉÓÌÏ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ.úÁÄÁÞÁ 17. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÊ.úÁÄÁÞÁ 18. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x�, ÇÄÅ � 2 R.úÁÄÁÞÁ 19. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f : R ! R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ �ÒÉ ×ÓÅÈ x; y 2 RÕÓÌÏ×ÉÀ Á) f(x � y) = f(x) � f(y); Â) f(x+ y) = f(x) � f(y); ×) f(x � y) = f(x) + f(y).úÁÄÁÞÁ 20*. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ log1=16 x = � 116�x?ìÉÓÔÏË �30. éÎÔÅÇÒÁÌ 2 11.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË � = fx0; x1; : : : ; xngÓ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ a = x0 < x1 < : : : < xn�1 < xn = b. òÁÚÎÏÓÔØ xi � xi�1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �xi.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄, f | ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÏÌÏÖÉÍ mi = inf[xi�1;xi℄ f(x), Mi = sup[xi�1;xi℄ f(x). þÉÓÌÁ s� = nPi=1mi�xi É S� = nPi=1Mi�xiÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÉÖÎÅÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÕÍÍÁÍÉ äÁÒÂÕ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �.úÁÄÁÞÁ 1. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÕÍÍ äÁÒÂÕ É �ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ� ÉÈ ÄÌÑÆÕÎË�ÉÊ:Á) f(x) = x ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ � = f i4 j i = 0; : : : ; 4g;Â) f(x) = (x� 1)2 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2℄ �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ � = f i4 j i = 0; : : : ; 8g.úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2 ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[a; b℄?



ìÉÓÔÏË �30. éÎÔÅÇÒÁÌ 2 48úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÎÉÖÎÉÅ É ×ÅÒÈÎÉÅ ÓÕÍÍÙ äÁÒÂÕ �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ � = f in j i = 0; : : : ; ng ÏÔÒÅÚËÁ[0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ Á) f(x) = x; Â) f(x) = x2; ×) f(x) = sin�nx.úÁÄÁÞÁ 4. þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ äÁÒÂÕ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÞÅË?úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÕÍÍÁ äÁÒÂÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÊ Å£ ÎÉÖÎÅÊ ÓÕÍÍÙäÁÒÂÕ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ I� =sup s� É I� = inf S�, ÇÄÅ ÓÕ�ÒÅÍÕÍ É ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ � ÏÔÒÅÚËÁ. óÒÁ×ÎÉÔÅ I�É I�. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ É ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ äÁÒÂÕ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ I� É I� ÄÌÑ Á) f(x) = x ÎÁ [0; 1℄;Â) f(x) = x2 ÎÁ [0; 1℄;×) ÆÕÎË�ÉÉ äÉÒÉÈÌÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ (�Ï òÉÍÁÎÕ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, É I� = I�. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f 2 R([a; b℄). þÉÓÌÏ I� = I� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (òÉÍÁÎÁ) ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: bRa f(x) dx.úÁÄÁÞÁ 8. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ?úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ Î£Í.úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ É ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ?×) á ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ?Ç) á ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ?Ä)*÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ?úÁÄÁÞÁ 11. åÓÌÉ f; g 2 R([a; b℄), ÔÏ f + g 2 R([a; b℄), É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏbZa (f(x) + g(x)) dx = bZa f(x) dx+ bZa g(x) dx:úÁÄÁÞÁ 12. åÓÌÉ f 2 R([a; b℄),  2 R, ÔÏ f 2 R([a; b℄), É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏbZa f(x) dx =  bZa f(x) dx:úÁÄÁÞÁ 13. åÓÌÉ f; g 2 R([a; b℄) É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 [a; b℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f(x) 6 g(x), ÔÏbZa f(x) dx 6 bZa g(x) dx:úÁÄÁÞÁ 14. åÓÌÉ f 2 R([a; b℄) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 [a; b℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ m 6 f(x) 6M , ÔÏm(b� a) 6 bZa f(x) dx 6M(b� a):úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I� = I� () inf�(S� � s�) = 0.



49 ìÉÓÔÏË �31. îÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÂ) åÓÌÉ f 2 R([a; b℄), ÔÏ jf j 2 R([a; b℄), É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï������ bZa f(x) dx������ 6 bZa jf(x)j dx:úÁÄÁÞÁ 16. åÓÌÉ f 2 R([a; b℄) É [; d℄ � [a; b℄, ÔÏ f 2 R([; d℄).úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ a < b < . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÒ£ÈÏÔÒÅÚËÏ× [a; b℄, [b; ℄ É [a; ℄, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ É ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ, �ÒÉÞ£ÍZa f(x) dx = bZa f(x) dx+ Zb f(x) dx:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅM , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ" > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ jx�yj < Æ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ jf(x)�f(y)j <".úÁÄÁÞÁ 18. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.úÁÄÁÞÁ 19. (�ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Î£Í.úÁÄÁÞÁ 20. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ Á) ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ; Â) �ÒÑÍÏÊ?úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ Î£Í.úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅÁ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ;Â)* ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.ìÉÓÔÏË �31. îÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 11.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÅ. å£ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ F , ÞÔÏF 0 = f . óÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÓÉÎÏÎÉÍ ÓÌÏ×Á �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ. ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ R f(x) dx (�ÒÉ ÜÔÏÍ R f(x) dx Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).úÁÄÁÞÁ 1. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ.Â)*ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ.úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ R f(x) dx É R g(x) dx.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ � É � ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌR (�f(x) + �g(x)) dx É R (�f(x) + �g(x)) dx = � R f(x) dx+ � R g(x) dx:úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: Á) f = 1; Â) f = x; ×) f = xk, k 2 N;Ç) f = 1=x; Ä) f = xk, k 2 Z; Å) f = ex; Ö) f = sinx; Ú) f = os x; É) f = tg x; Ë) f = tg x.úÁÄÁÞÁ 5. (æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á) ðÕÓÔØ f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É F | Å£ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-ÎÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ aRb f(x) dx = F (a)� F (b).úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÏÊ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ.



ìÉÓÔÏË �31. îÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 50æÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈúÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ R f(x) dx = F (x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R f(ax+ b) dx = 1aF (ax+ b).úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ !(x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÕÓÔØ f | ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, É R f(x) dx = F (x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ R f(!(x))!0(x) dx É R f(!(x))!0(x) dx =F (!(x)).úÁÄÁÞÁ 9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) R eex+x dx; Â) R xex2 dx; ×) R lnxx dx; Ç) R sinx os x dx; Ä) R sinxos3 x dx.úÁÄÁÞÁ 10. Á) ðÕÓÔØ !(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, Á Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ !0(x)ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄. ðÕÓÔØ ÅÝ£ !(a) = , !(b) = d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dR f(t) dt = bRa f(!(x))!0(x) dx ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [; d℄ ÆÕÎË�ÉÉ f . Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ !(x)ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ?úÁÄÁÞÁ 11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ Á) 1R0 p1� x2 dx; Â) ln 2R0 pex � 1 dx.éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÞÁÓÔÑÍúÁÄÁÞÁ 12. Á) ðÕÓÔØ u(x) É v(x) | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌR u(x)v0(x) dx. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ R u0(x)v(x) dx É R u0(x)v(x) dx = u(x)v(x) �R u(x)v0(x) dx.Â) ðÕÓÔØ u0(x) É v0(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ [a; b℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ bRa u0(x)v(x) dx = u(x)v(x)��ba� bRa u(x)v0(x) dx.úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ (k 2 N): Á) R lnx dx; Â) R xkex dx; ×) R ex sinx dx; Ç) R lnk x dx; Ä) �R0 x sinx dx.úÁÄÁÞÁ 14. (æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ) ðÕÓÔØ f(x) | ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ n+1 �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ f(x) = f(x0) +Pnk=1 f(k)(x0)k! (x� x0)k + 1n! xRx0 (x� t)nf (n+1)(t) dt.òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉúÁÄÁÞÁ 15. Á) (éÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÊ �ÒÉÚÎÁË ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ) ðÕÓÔØ f : [1;+1)! R ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ +1Pn=1 f(n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔlimx!+1 xR1 f(t) dt. Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ s > 0 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ �(s) = +1Pn=1 1ns ? ×) îÁÊÄÉÔÅ lim"!0 1R" ln t dt.úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ M | ÍÁËÓÉÍÕÍ jf 0j ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2�℄, n 2 N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ����2�R0 f(x) osnxdx���� 62�M=n:úÁÄÁÞÁ 17. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÞÉÓÅÌ 1R0 xf(x) dx �Ï ×ÓÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÍ ÎÁ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÑÍ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1R0 f(x) dx 6 2. Â) ëÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f?úÁÄÁÞÁ 18. òÁÚÄÅÌÉÔÅ ÏÔÒÅÚÏË [�1; 1℄ ÎÁ ÞÅÒÎÙÅ É ÂÅÌÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n �Ï ÂÅÌÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �Ï Þ£ÒÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ, ÅÓÌÉ Á) n = 1; Â) n = 2; ×)* n |ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ìÉÓÔÏË �32. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ 12.2005



51 ìÉÓÔÏË �32. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÅÓÔØ �Ï ÍÁÌÅÎØËÏÅ� ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ g(x) (�ÒÉ x ! a), ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �(x), ÞÔÏ limx!a�(x) = 0 É f(x) = g(x) ��(x). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f(x) = o(g(x)).úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sinx = o(1) É x2 = o(x) �ÒÉ x! 0; x = o(x2) �ÒÉ x!1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ M � R. æÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n ÒÁÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁM ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f 0; f 00; : : : ; f (n). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Cn(M). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ M ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔC1(M).úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f 2 Cn(U"(x0)), f(x0) = f 0(x0) = � � � = f (n)(x0) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k < n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 U"(x0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � 2 U"(x0), ÞÔÏ f (k)(x) = (x �x0)f (k+1)(�);Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 U"(x0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ x1; x2; : : : ; xn 2 U"(x0), ÞÔÏf(x) = (x� x0)(x1 � x0)(x2 � x0) : : : (xn�1 � x0)f (n)(xn);×) f(x) = o((x� x0)n).úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f 2 Cn(U"(x0)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ n �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ x0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁP (x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + � � � + f (n)(x0)n! (x� x0)nÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÅÒ×ÙÍÉ n �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÆÕÎË�ÉÉ f(x).úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ f 2 Cn(U"(x0)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 U"(x0) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + � � �+ f (n)(x0)n! (x� x0)n + o((x� x0)n)(ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÕÎËÔÁ Á) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 U"(x0) ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÓÌÕÞÁÅ n = 0ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ x0, Á × ÓÌÕÞÁÅ n = 1 | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ×ÔÏÞËÅ x0.úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ f 2 Cn+1(U"(x0)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 U"(x0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ� 2 U"(x0), ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + � � � + f (n)(x0)n! (x� x0)n + f (n+1)(�)(n+ 1)! (x� x0)n+1(ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ).Â) ðÕÓÔØ f 2 C1(U"(x0)). ðÕÓÔØ x 2 U"(x0) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ  > 0, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ� 2 U"(x0) É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jf (n)(�)j < . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁf(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + : : :(Ô. Å. ÓÔÏÑÝÉÊ Ó�ÒÁ×Á ÒÑÄ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÑÄÏÍ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x0 ÆÕÎË�ÉÉ f) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).)úÁÄÁÞÁ 6. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × �=6 ÆÕÎË�ÉÉ sinx. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎ Ë sinx �ÒÉ x 2 R?úÁÄÁÞÁ 7. îÁ�ÉÛÉÔÅ ÒÑÄÙ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: Á) ex; Â) ax (a > 0);×) sinx; Ç) os x; Ä) 11�x ; Å) ln(1+x); Ö) (1+x)� (� 2 R); Ú)* artg x; É)* arsinx; Ë)* 11+x2 .úÁÄÁÞÁ 8*. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉx 2 R × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× ÚÁÄÁÞÉ 7.úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tg x = x + 13x3 + o(x3) �ÒÉ x ! 0. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ex � (1 + x +x22! + � � � + xnn! ) < 3(n+1)! �ÒÉ 0 6 x 6 1 É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ e Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 10�5. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏj sinx� (x� x36 )j < 10�5 �ÒÉ jxj < 1=4.



ìÉÓÔÏË �33. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ 52úÁÄÁÞÁ 10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ: Á) limx!0 os x� e�x2=2x4 ; Â) limx!0 ex sinx� x(x+ 1)x3 ; ×) limx!0 artg x� sinxtg x� arsinx .úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ f(x) = e�1=x2 �ÒÉ x 6= 0, f(0) = 0. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÑ f ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ.úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f 2 C1(U"(0)). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ fÁ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ x ÉÚ U"(0)? Â) ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x ÉÚ U"(0), ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ëf(x)?úÁÄÁÞÁ 13*. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (x1; x2; : : : ; xn) ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÍÅ£Ê (ÄÌÉÎÙ n), ÅÓÌÉ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x1 < x2 > x3 < x4 > : : : (îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 2 ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÚÍÅÑ1 < 2, �ÒÉ n = 3 Ä×Å: 1 < 3 > 2 É 2 < 3 > 1.) ðÕÓÔØ kn | ÞÉÓÌÏ ÚÍÅÊ ÄÌÉÎÙ n. Á) îÁÊ-ÄÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ kn. Â) ðÕÓÔØ K(x) = 1Pn=0 kn xnn! . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ2K 0(x) = 1+K2(x) É ÎÁÊÄÉÔÅ K(x), ÒÅÛÉ× ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÔÁÎÇÅÎ-ÓÁ ÅÓÔØ tg x = 1 x1! + 2x33! + 16x55! + � � � = 1Pn=1 k2n�1 x2n�1(2n�1)! .ìÉÓÔÏË �33. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ 02.2006úÁÄÁÞÁ 1. ó�ÉÄÏÍÅÔÒ ÎÁ ×ÅÌÏÓÉ�ÅÄÅ ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÅÓÏ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÏÄÉÎ ÏÂÏÒÏÔ.ëÁËÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ É ËÁË ÏÎ Å£ �ÏÌÕÞÁÅÔ?úÁÄÁÞÁ 2. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË AB. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ[0;�℄ �ÕÓÔØ f(�) | ÄÌÉÎÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ AB ÎÁ �ÒÑÍÕÀ, ×ÙÈÏÄÑÝÕÀ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�ÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë ÏÓÉ ÁÂ�ÉÓÓ. ÷ÁÒÉÁ�ÉÅÊ AB ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÅË�ÉÊ AB �Ï ×ÓÅÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ K = 1� Z �0 f(�) d�:îÁÊÄÉÔÅ K.úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ ÔÁË, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕx(t). ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓËÏÒÏÓÔØ É ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t0. ëÁËÏÊ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÆÕÎË�ÉÑx(t)?Â) û�ÁÎÓËÁÑ ÍÕÛËÁ ÌÅÔÁÅÔ �Ï ËÏÍÎÁÔÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅ£ ÄÏ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÅÎ É �ÏÌÁ ×ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t Ó | ÜÔÏ x(t) Í, y(t) Í É z(t) Í ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÓËÏÒÏÓÔØ ÍÕÛËÉ.×) ðÕÓÔØ ÍÕÛËÁ ÌÅÔÁÅÔ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v. îÁÊÄÉÔÅ Å£ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ.Ç) ðÕÓÔØ x(t) = 4t Í, y(t) = 2t2 Í, z(t) = 2t33 Í. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÌÅÔÉÔ ÍÕÛËÁ ÚÁÍÉÎÕÔÕ.Ä)*îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÜÌÌÉ�ÓÁ x(t) = a os t, y(t) = b sin t.Å) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ  : [a; b℄ ! Rn , t ! (x1(t); : : : ; xn(t)), ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ xi ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ. ïÔ×ÅÔ ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ.úÁÄÁÞÁ 4. Á) îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕË�ÉÉ px ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x0 = 0 É x1 = 20.Â) îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÙÍÉ ax = y2, ay = x2.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ �ÁÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (x(t); y(t)), 0 6 t 6 T ÚÁÄÁ£Ô ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÎÅÓÁ-ÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ËÒÉ×ÕÀ, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 100 ÞÉÓÅÌ ti, ÔÁËÉÈ ÞÔÏx(ti) = x0. ëÒÉ×ÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ �ÌÏÝÁÄÉ S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏS = ������ TZ0 y(t)x0(t)dt������ :



53 ìÉÓÔÏË �33. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁúÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ x(t) = a(t� sin t), y(t) = a(1� os t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÉÄÏÊ É ÎÁÊÄÉÔÅ�ÌÏÝÁÄØ ÏÄÎÏÊ ÁÒËÉ �ÉËÌÏÉÄÙ.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÔÉ ÍÁÓÓÕ �ÒÏ×ÏÌÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ 100 Í, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÔÏ �ÌÏÔÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÏÌÏËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÉ x Í ÏÔ ËÏÎ�Á ÒÁ×ÎÁ �(x) ËÇ/Í.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ×ÅÓÏ× Ó ÍÁÓÓÁÍÉ mi É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉxi. îÁÊÔÉ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.úÁÄÁÞÁ 9. îÁÊÔÉ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÔÅÒÖÎÑ ÄÌÉÎÙ 10 Í, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕ �(x) =6 + 0;3x (ËÇ/Í), ÇÄÅ x | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÎ�Ï×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ (x; p) 2 
 � R2 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ f(x; p). �ÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É p.úÁÄÁÞÁ 10. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �(x; p) 2 R2 j x 2 [a; b℄; p 2 ['(x);  (x)℄	 ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x; p). �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ:F (x) def=  (x)Z'(x) f(x; p) dp:úÁÄÁÞÁ 11. óÕÔÏÞÎÙÅ ÒÁÓÈÏÄÙ �ÒÉ �ÌÁ×ÁÎÉÉ ÓÕÄÎÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ aÒ., É �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ËÕÂÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔØ �. ðÒÉ ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ v �ÌÁ×ÁÎÉÅ ÓÕÄÎÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÉÞÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÔÒÁÔÙ ÎÁÏÄÉÎ ËÉÌÏÍÅÔÒ �ÕÔÉ ÂÕÄÕÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ?úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÔÉ ÍÁÓÓÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ �ÌÁÓÔÉÎÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 1, ÅÓÌÉ Å£ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ x Éy ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÁ x2y + y2x+ x3 os y.úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÔÅÌÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ x2a2 + y2b2 = 1, z = 2x, z = 0.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂß£Í ÔÅÌÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ Oy �ÌÏÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÙa 6 x 6 b; 0 6 y 6 y(x), ÇÄÅ y(x) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÅÎ V = 2� bRa xy(x) dx.úÁÄÁÞÁ 15. Á) îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R.Â) ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÕÛÁÒÉÑ ÒÁÄÉÕÓÁ R.×) îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ R.Ç)*îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x21+x22+x23 + x24 6 R2).Ä)*îÁÊÔÉ ÏÂß£Í �ÑÔÉÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R.Å)*îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R.úÁÄÁÞÁ 16. ó ËÁËÏÊ ÓÉÌÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �0 �ÒÉÔÑÇÉ×ÁÅÔÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÁÓÓÙ m, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a ÏÔ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ?úÁÄÁÞÁ 17. îÁÊÔÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÜÎÅÒÇÉÀ �ÉÌÉÎÄÒÁ ×ÙÓÏÔÙ h ÒÁÄÉÕÓÁ R �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �,×ÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÊ ÏÓÉ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ !.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎË�ÉÑ (ln jf(x)j)0 = f 0(x)f(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .úÁÄÁÞÁ 18. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f 0(x) = f(x).úÁÄÁÞÁ 19. óËÏÒÏÓÔØ ÒÁÓ�ÁÄÁ ÒÁÄÉÑ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÅÇÏ ÎÁÌÉÞÎÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÂÙÌ 1 ËÇ ÒÁÄÉÑ. îÁÊÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØ ÄÏ 50 ÌÅÔ ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ 0,999 ËÇ ÒÁÄÉÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 1600 ÌÅÔ ÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ × Ä×ÁÒÁÚÁ.úÁÄÁÞÁ 20. äÌÑ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÅÞÎÙÈ ÓÕÄÏ× Õ �ÒÉÓÔÁÎÉ Ó ÎÉÈ ÂÒÏÓÁÀÔ ËÁÎÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÀÔÎÁ ÓÔÏÌÂ, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ �ÒÉÓÔÁÎÉ. ëÁËÁÑ ÓÉÌÁ ÂÕÄÅÔ ÔÏÒÍÏÚÉÔØ ÓÕÄÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÎÁÔ ÄÅÌÁÅÔ ÔÒÉ ×ÉÔËÁ×ÏËÒÕÇ ÓÔÏÌÂÁ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ËÁÎÁÔÁ Ï ÓÔÏÌÂ ÒÁ×ÅÎ 13 , É ÒÁÂÏÞÉÊ ÎÁ �ÒÉÓÔÁÎÉ ÔÑÎÅÔ ÚÁ



Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ËÏÎÅ� ËÁÎÁÔÁ Ó ÓÉÌÏÊ 10�g î? (g| ÕÓËÏÒÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÄÅÎÉÑ) (õËÁÚÁÎÉÅ: FÔÒ = ��N ,N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ËÕÓËÁ ÒÁÄÉÁÎÎÏÊ ÍÅÒÙ �', Á ÓÉÌÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÄÉÁÎÎÏÊÍÅÒÙ ÕÇÌÁ '.)úÁÄÁÞÁ 21*. ÷ ×ÁÎÎÕÀ �ÌÏÝÁÄÉ 1 Í2 ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 0;25 Ì/Ó ÔÅÞ£Ô ×ÏÄÁ. ÷ ÓÔÅÎËÅ ×ÁÎÎÏÊ ÓÄÅÌÁÎÏÓÌÉ×ÎÏÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 2;3 ÓÍ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÒÁÑ ÂÏÒÔÁ ÄÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÑ ÒÁ×ÎÏ 10 ÓÍ.ðÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÒÁÚÌÉÞÉÅÍ ÕÒÏ×ÎÑ ×ÏÄÙ ×ÎÉÚÕ É ××ÅÒÈÕ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÑ ÎÁÊÔÉ, ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÌØ£ÔÓÏÓÅÄÅÊ, ÅÓÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ×ÏÄÁ ÕÖÅ Õ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÑ?(îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ �ÏÒÒÉÞÅÌÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÓÔÅÞÅÎÉÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÉÚ ÓÏÓÕÄÁ ÒÁ×ÎÁ v =p2gh, ÇÄÅ g | ÕÓËÏÒÅÎÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ �ÁÄÅÎÉÑ, h | ×ÙÓÏÔÁ ÕÒÏ×ÎÑ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÎÁÄ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅÍ, = 0;6 | Ï�ÙÔÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ.)



çÌÁ×Á 2.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÓÔËÉ
ìÉÓÔÏË �1Ä. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ 09.2003ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ, S | ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ, i| ÞÉÓÌÏÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, b | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ (ÓÞÉÔÁÑ×ÅÒÛÉÎÙ). æÏÒÍÕÌÏÊ ðÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ: S = i+ b=2� 1.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ Á) ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ ÌÉÎÉ-ÑÈ ÓÅÔËÉ; Â) ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ É ËÁÔÅÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁÌÉÎÉÑÈ ÓÅÔËÉ.úÁÄÁÞÁ 2. éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ), ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ Ä×ÕÈÄÒÕÇÉÈ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒ£È. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ.úÁÄÁÞÁ 4*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÑËÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ (n > 3) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÅÍÕ�ÅÌÉËÏÍ. (úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÁÌÅÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÌÉËÏÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4 ÌÅÖÁÔ × ÕÚÌÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÉ, ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å4 ÎÅÔ, Á ×ÎÕÔÒÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÅÄÉÁÎ 4.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏ×£Í ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ) Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ �ÒÏÓÔÙÍ,ÅÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ É ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ.úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ �ÌÏÝÁÄØ. ëÁËÕÀ?Â) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÓÔÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ �ÅÒÉÍÅÔÒ?úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ A É B | ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ, �ÒÉÞ£Í ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÚÌÁ ÓÅÔËÉ C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÙÍ.úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÑÍÁÑ l ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (p; q), �ÒÉÞ£Í ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉÕÚÌÁÍÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ×. îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ l ÕÚÌÏ× ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë ÎÅÊÉ ÍÎÏÇÏ ÌÉ ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ? îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÚÌÁ ÄÏ �ÒÑÍÏÊ l.úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÄÌÉÎÙ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÌØÚÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ËÌÅÔ-ÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÌÉ × ÕÚÌÁÈ.55



ìÉÓÔÏË �2Ä. \éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ" �ÒÑÍÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ 56úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ Á) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË; Â) ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈÓÅÔËÉ?úÁÄÁÞÁ 13. äÁÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË M Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É �ÅÎÔÒÏÍ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ M ÄÌÑ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ).úÁÄÁÞÁ 14*. äÌÑ ËÁËÉÈ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ?úÁÄÁÞÁ 15*. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÌÉ ÍÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ (�ÔÅÔÒÁÄØ × ÌÉÎÅÊËÕ�). ëÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ?úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÓÅÔËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ABCD �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÎÏ-ÓÁÍÉ, ÓÄ×ÉÇÁÀÝÉÍÉ ÕÚÅÌ A × ÒÁÚÎÙÅ ÕÚÌÙ ÓÅÔËÉ, �ÏËÒÙ×ÁÀÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ É ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÎÁ ÄÒÕÇÁ.úÁÄÁÞÁ 17*. Á) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÆÉÇÕÒÁ �ÌÏÝÁÄÉ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ Ä×ÅÔÏÞËÉ A É B, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ��!AB ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.Â) (�ÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ �ÌÏÝÁÄÉ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÓÅÔËÉ (ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).
òÉÓ. 2.1.

úÁÄÁÞÁ 18*. ëÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁËÒÙÌÉ ËÒÕÇÏÍ, �ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ-ÈÏÄÉÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ, Á ÒÁÄÉÕÓ × 1 000 000 ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÛÉÒÉÎÙ ËÌÅÔÏË. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×Ù�ÕÓÔÉÔØ ÌÕÞ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ (ËÒÏÍÅ ÎÁËÒÙ×ÁÀ-ÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ) ËÒÕÇÁ?úÁÄÁÞÁ 19*. ÷ �ÁÒËÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÆÏÒÍÕ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ s Í (s | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÄÅ-ÒÅ×ØÑ �ÏÓÁÖÅÎÙ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 1 Í,ËÒÏÍÅ �ÅÎÔÒÁ (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ s = 3 ÎÁ ÒÉÓ. 2.1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÉÄ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÁ) �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÓÌÏÎ£Î, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÂÏÌØÛÅ 1=s Í; Â) ÚÁÓÌÏÎ£Î ÎÅ�ÏÌÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÍÅÎØÛÅ 1ps2 + 1 Í.ìÉÓÔÏË �2Ä. \éÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ" �ÒÑÍÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÅ 09.2003ðÕÓÔØ �ÒÑÍÁÑ l : y = ax+ b, a > 0, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ � = artg a Ó ÏÓØÀ ïx. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍË×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÒÅÛ£ÔËÕ Z2 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ïxy, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÑÍÁÑ l �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, Á ÜÔÉË×ÁÄÒÁÔÙ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ l ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ× ��ÅÒ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ� f(x; y)j 0 6 x; y 6 1g ÞÅÒÅÚ d0, Á ÄÌÉÎÙ ��ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ� É ��ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ�ÏÔÒÅÚËÏ× | ÞÅÒÅÚ : : : ; d�2; d�1 É d1; d2; : : : ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ l| �ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ�, Ô. Å. a = pq | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óËÏÌØ-ËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ : : : ; d�2; d�1; d0; d1; d2; : : :? (÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÏÔ×ÅÔ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ p, q É b, É ×Ù�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ d0; d1; d2; : : :.)úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ l| �ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ�, Ô. Å. a| ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ : : : ; d�2; d�1; d0; d1; d2; : : : ÒÁÚÌÉÞÎÙ?úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ d ×ÓÔÒÅÞÁ-ÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎ fdig+1i=�1 ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ? âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ n(k) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÞÉÓÌÏ dk ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fdig+1i=�1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÞÉÓÌÏ n = n(k) ËÏÎÅÞÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ n ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 5? úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a É b?



57 ìÉÓÔÏË �3Ä. áÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉúÁÄÁÞÁ 5. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n(k) > 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ : : : ; d�2; d�1; d0; d1; d2; : : : × ÔÅÒÍÉÎÁÈ � É b ÉÌÉ a É b.úÁÄÁÞÁ 7. ó�ÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ l. ðÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏ-ÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ? (íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ËÁË ÂÙ ÍÁÌ ÏÎ ÎÉ ÂÙÌ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÕ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.) ðÏÄ �ÒÏÅË�ÉÅÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ, ÎÏ ×Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÅË�ÉÉ × ÄÒÕÇÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.úÁÄÁÞÁ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÑÍÕÀ l × 3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÅÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËÕÂÁÍÉ 3-ÍÅÒÎÏÊÒÅÛÅÔËÉ Z3. ðÒÑÍÁÑ l ×ÎÏ×Ø ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ: : : ; d�2; d�1; d0; d1; d2; : : :ïÔ×ÅÔØÔÅ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1{7.úÁÄÁÞÁ 9. òÅÛÉÔÅ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Zn, n > 4.ìÉÓÔÏË �3Ä. áÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ 10.2003úÁÄÁÞÁ 1. úÁÇÁÄÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 100. íÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÅÔÓÑÏÔ×ÅÔ �ÄÁ� ÉÌÉ �ÎÅÔ�. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉÁ) ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË �ÏÌÕÞÅÎ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ;Â) ÎÁÄÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÓËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ?úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ ÄÏÓËÉ 8� 8 ÚÁ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 64 (ËÁÖÄÏÅ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ).úÁ ÏÄÉÎ ×Ï�ÒÏÓ, ÕËÁÚÁ× ÌÀÂÕÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÏÌÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÜÔÉÈ �ÏÌÑÈ (ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ, ËÁËÕÀ ËÌÅÔËÕ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ). úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ?úÁÄÁÞÁ 3. Á) úÁÄÕÍÁÎÙ k ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; ak, ÍÅÎØÛÉÅ 1000. úÁ ÏÄÉÎ ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ b1; b2; : : : ; bk, É ÕÚÎÁÔØ ÓÕÍÍÕ a1b1 + a2b2 + : : :+ akbk. úÁËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×Ï�ÒÏÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÔÇÁÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÕÍÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ?Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÚÁÄÕÍÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÉÅ 1000) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 4. ñ ÚÁÄÕÍÁÌ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ÞÅÓÔÎÏ ÄÏÌÖÅÎÏÔ×ÅÔÉÔØ �äÁ�, �îÅÔ� ÉÌÉ �îÅ ÚÎÁÀ�, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×Ù ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÔÇÁÄÁÅÔÅ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 5. Á) ëÏÒÏÌØ ÓÏÂÒÁÌ 1000 �ÒÉÄ×ÏÒÎÙÈ ÍÕÄÒÅ�Ï× É ÏÂßÑ×ÉÌ, ÞÔÏ ÚÁ×ÔÒÁ ÕÓÔÒÏÉÔ ÉÍ ÉÓ�ÙÔÁ-ÎÉÅ. íÕÄÒÅ�ÁÍ ÚÁ×ÑÖÕÔ ÇÌÁÚÁ, ÎÁÄÅÎÕÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁ ÇÏÌÏ×Õ ËÏÌ�ÁË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×, �ÏÓÔÒÏÑÔ× ËÏÌÏÎÎÕ, ÚÁÔÅÍ ÒÁÚ×ÑÖÕÔ ÇÌÁÚÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÕÄÒÅ�Ù �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÂÕÄÕÔÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �×ÅÔ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ. ëÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÔ �×ÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ËÏÌ�ÁËÁ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ | ÔÏÍÕÇÏÌÏ×Õ Ó �ÌÅÞ. óËÏÌØËÏ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÍÏÖÅÔ Ó�ÁÓÔÉÓØ?Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ËÏÌ�ÁËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ k ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. (ëÁÖÄÙÊ ×ÉÄÉÔ ×ÓÅÈ ×�ÅÒÅÄÉ ÓÔÏÑÝÉÈ;Õ ÍÕÄÒÅ�Ï× ÄÏ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ ÅÓÔØ ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ.)úÁÄÁÞÁ 6. çÅÏÌÏÇÉ ×ÚÑÌÉ × ÜËÓ�ÅÄÉ�ÉÀ 80 ÂÁÎÏË ËÏÎÓÅÒ×Ï×, ×ÅÓÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ(ÉÍÅÅÔÓÑ Ó�ÉÓÏË). ÷ÓËÏÒÅ ÎÁÄ�ÉÓÉ ÎÁ ÂÁÎËÁÈ ÓÔÁÌÉ ÎÅÞÉÔÁÅÍÙÍÉ, É ÔÏÌØËÏ ÚÁ×ÈÏÚ ÚÎÁÅÔ, ÇÄÅ ÞÔÏ.ïÎ ÈÏÞÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÓÅÍ, ÞÔÏ × ËÁËÏÊ ÂÁÎËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÅ ×ÓËÒÙ×ÁÑ ËÏÎÓÅÒ×Ï× É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏÓ�ÉÓËÏÍ É Ä×ÕÈÞÁÛÅÞÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÒÁÚÎÉ�Õ ×ÅÓÏ× ÎÁ ÞÁÛËÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÅÍÕ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Á) È×ÁÔÉÔ ÞÅÔÙÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ; Â) ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÔÒ£È ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ.úÁÄÁÞÁ 7. éÚ 11 ÛÁÒÏ× Ä×Á ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙ. ðÒÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÛÁÒÏ× ÚÁ ÏÄÎÕ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ,ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ × Î£Í ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÊ ÛÁÒ (ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÚÎÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÉÈ). úÁ ËÁËÏÅÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏ×ÅÒÏË ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÂÁ ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÙÈ ÛÁÒÁ?úÁÄÁÞÁ 8*. Á) åÓÔØ M ÍÏÎÅÔ, ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ. îÁÓÔÏÑÝÉÅ ×ÅÓÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï; ÆÁÌØÛÉ×ÁÑÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ �Ï ×ÅÓÕ, ÎÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÌÅÇÞÅ ÏÎÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. åÓÔØ ÅÝ£ ÜÔÁÌÏÎÎÁÑ (ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ) ÍÏÎÅÔÁ.



ìÉÓÔÏË �4Ä. çÒÁÆÙ 58òÁÚÒÅÛÅÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ n ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ×ÅÓÁÈ Ó Ä×ÕÍÑ ÞÁÛÁÍÉ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ M ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÁÑ ÍÏÎÅÔÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ, É ÌÅÇÞÅ ÌÉ ÏÎÁ? Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÏ ÜÔÁÌÏÎÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙÎÅÔ. ×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ, ÌÅÇÞÅ ÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ.úÁÄÁÞÁ 9. ïÂÅÚØÑÎÁ ÈÏÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÉÚ ÏËÎÁ ËÁËÏÇÏ ÓÁÍÏÇÏ ÎÉÚËÏÇÏ ÜÔÁÖÁ 15-ÜÔÁÖÎÏÇÏ ÄÏÍÁ ÎÕÖ-ÎÏ ÂÒÏÓÉÔØ ËÏËÏÓÏ×ÙÊ ÏÒÅÈ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÒÁÚÂÉÌÓÑ. õ ÎÅÅ ÅÓÔØ Á) 1; Â) 2 ÏÒÅÈÁ. ëÁËÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏÞÉÓÌÁ ÂÒÏÓËÏ× ÅÊ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ È×ÁÔÉÔ? (îÅÒÁÚÂÉ×ÛÉÊÓÑ ÏÒÅÈ ÍÏÖÎÏ ÂÒÏÓÁÔØ ÓÎÏ×Á.)úÁÄÁÞÁ 10*. åÓÔØ n ÒÁÚÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ ÏÔ n ÒÁÚÎÙÈ ÚÁÍËÏ× (ËÁÖÄÙÊ ËÌÀÞ �ÏÄÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ë ÏÄÎÏÍÕÚÁÍËÕ). úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �Ï�ÙÔÏË ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÚÁÍÏË ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ ËÁËÏÊ ËÌÀÞ?úÁÄÁÞÁ 11. Á) ä×ÏÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ËÁÒÔÏÞÎÙÊ ÆÏËÕÓ. ðÅÒ×ÙÊ ÓÎÉÍÁÅÔ �ÑÔØ ËÁÒÔ ÉÚ ËÏÌÏÄÙ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÊ 52 ËÁÒÔÙ (�ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÔÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ ËÅÍ-ÔÏ ÉÚ ÚÒÉÔÅÌÅÊ), ÓÍÏÔÒÉÔ × ÎÉÈ É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÉÈ × ÒÑÄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÒÉÞ£Í ÏÄÎÕ ÉÚ ËÁÒÔ ËÌÁÄÅÔ ÒÕÂÁÛËÏÊ ××ÅÒÈ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ |ËÁÒÔÉÎËÏÊ ××ÅÒÈ. ÷ÔÏÒÏÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÆÏËÕÓÁ ÏÔÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÚÁËÒÙÔÕÀ ËÁÒÔÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔÔÁË ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÕÇÁÄÙ×ÁÔØ ËÁÒÔÕ.Â) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ �ÅÒ×ÙÊ ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÞÅÔÙÒÅ ËÁÒÔÙ ËÁÒÔÉÎËÏÊ ××ÅÒÈ, Á ÏÄÎÕ ÎÅ×ÙËÌÁÄÙ×ÁÅÔ. ÷ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÕÇÁÄÁÔØ ÎÅ×ÙÌÏÖÅÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ.úÁÄÁÞÁ 12. ðÅÔÑ ÚÁÄÕÍÁÌ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 16. ÷ÁÓÑ ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ðÅÔÅ ÌÀÂÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÎÁËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ �äÁ� ÉÌÉ �îÅÔ�. ïÔ×ÅÞÁÑ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ, ðÅÔÑ ÍÏÖÅÔ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓÏ×ÒÁÔØ(ÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÏÇÄÁ). ëÁË ÷ÁÓÅ ÕÚÎÁÔØ ðÅÔÉÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 7 ×Ï�ÒÏÓÏ×?úÁÄÁÞÁ 13. âÏÔÁÎÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ 100 �ÒÉÚÎÁËÏ×. ëÁÖÄÙÊ �ÒÉÚÎÁË ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÕÒÁÓÔÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ ÎÅÔ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ �ÈÏÒÏÛÉÊ�, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁÓÔÅÎÉÑ × ÎÅÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅÞÅÍ �Ï 50 �ÒÉÚÎÁËÁÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÈÏÒÏÛÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ Á) 50; Â)* 34 ÒÁÓÔÅÎÉÊ.ìÉÓÔÏË �4Ä. çÒÁÆÙ 11.2003ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÁÆ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÙ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÌÉÎÉÑÍÉ. üÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, Á ÌÉÎÉÉ | Ò£ÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ. òÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉ-ÎÑÀÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÁÍÕ Ó ÓÏÂÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÔÌ£Ê. ò£ÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ�ÁÒÕ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ËÒÁÔÎÙÍÉ. çÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ �ÅÔÅÌØ É �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÈ Ò£ÂÅÒ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ. óÔÅ�ÅÎØ degV ×ÅÒÛÉÎÙ V | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ£Ò£ÂÅÒ (�ÅÔÌÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ).úÁÄÁÞÁ 1. ÷ �ÒÏÓÔÏÍ ÇÒÁÆÅ n ×ÅÒÛÉÎ, ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ (ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ). óËÏÌØËÏ ÇÒÁÆÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÓÔÉÒÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ò£ÂÒÁ?úÁÄÁÞÁ 2. (ìÅÍÍÁ Ï ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÑÈ ) ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ É ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Þ£ÔÎÏ?úÁÄÁÞÁ 3. ÷ �ÒÏÓÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÏÌÅÅ 1 ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓÔØ ÌÉ × Î£Í Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ?úÁÄÁÞÁ 4. õ ðÅÔÉ 28 ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏ×, �ÒÉÞ£Í ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÒÕÚÅÊ × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ.óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÒÕÖÉÔ Ó ðÅÔÅÊ?úÁÄÁÞÁ 5*. (�ÅÏÒÅÍÁ èÏÌÌÁ) ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ n ÀÎÏÛÅÊ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ k ÏÔ 1 ÄÏ n ×ÅÒÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ÀÎÏÛÅÊ × ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅ×ÕÛÅË, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈk ÀÎÏÛÅÊ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k. íÏÖÎÏ ÌÉ ÖÅÎÉÔØ ×ÓÅÈ ÀÎÏÛÅÊ ÎÁ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÄÅ×ÕÛËÁÈ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÔØ × ÇÒÁÆÅ | ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ V1, V2, . . . , Vn+1, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁ-ÖÄÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ò£ÂÅÒ V1V2, V2V3, . . . , VnVn+1ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÕÔ£Í. åÓÌÉ V1 = Vn+1, ÔÏ �ÕÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ò£ÂÒÁ�ÕÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ | �ÉËÌÏÍ, Á ÅÓÌÉ ÅÝ£ É ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÙÅ (ËÒÏÍÅ V1 É Vn+1) | �ÒÏÓÔÙÍ �ÉËÌÏÍ.çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÕÔ£Í.úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ò£ÂÅÒ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÒÅÂÒÁÓÍÅÖÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÔ£Í?



59 ìÉÓÔÏË �5Ä. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÁÓÓúÁÄÁÞÁ 7. ÷ �ÒÏÓÔÏÍ ÇÒÁÆÅ n ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (n� 1)=2. ó×ÑÚÅÎ ÌÉ ÇÒÁÆ?úÁÄÁÞÁ 8. éÚ ÓÔÏÌÉ�Ù ×ÙÈÏÄÉÔ 101 Á×ÉÁÌÉÎÉÑ, ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ äÁÌØÎÉÊ ÏÄÎÁ, Á ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏ× �Ï100. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÔÏÌÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÄÏÌÅÔÅÔØ × äÁÌØÎÉÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ).úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ �ÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ Þ£ÔÎÁ (ÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ×ÅÒÛÉÎ). �ÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÄÅÌÉÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÇÒÁÎÑÍÉ ÇÒÁÆÁ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. òÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏ-ÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ðÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ×ÏÚÍÏÖÎÁ k �×ÅÔÁÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ).úÁÄÁÞÁ 11. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ × Î£Í �ÉËÌÏ× ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ?úÁÄÁÞÁ 12*. åÓÔØ ÌÉ × k-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÏËÒÁÓËÏÊ �ÕÔØ ÉÚ k ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ?úÁÄÁÞÁ 13. îÁ ÔÁÎ�Ù �ÒÉÛÌÉ n ÄÅ×ÕÛÅË É n ÀÎÏÛÅÊ. ëÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÚÎÁËÏÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÅ×ÕÛËÁÍÉ, ÁËÁÖÄÁÑ ÄÅ×ÕÛËÁ | Ó Ä×ÕÍÑ ÀÎÏÛÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÒÁ×ÛÉÈÓÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ�ÁÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÀÎÏÛÁ É ÄÅ×ÕÛËÁ ÂÙÌÉ ÚÎÁËÏÍÙ.úÁÄÁÞÁ 14. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 450 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× ÄÁÌ �ÏÝ£ÞÉÎÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ËÏÌÌÅÇÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 150 ÞÅÌÏ×ÅË, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÔÏ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÂÉÌ.úÁÄÁÞÁ 15*. çÒÉÛÁ ÚÁÂÙÌ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÊ ËÏÄ Ó×ÏÅÇÏ ÚÁÍË�Á. úÁÍÏË ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÉ �ÉÆÒÙ ËÏÄÁÎÁÂÒÁÎÙ �ÏÄÒÑÄ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÒÁÎÅÅ ÂÙÌÉ ÎÁÂÒÁÎÙ ÄÒÕÇÉÅ �ÉÆÒÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ çÒÉÛÁ ÓÍÏÖÅÔÏÔËÒÙÔØ ÚÁÍÏË ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ 1002 ÓÅËÕÎÄÙ, ÎÁÂÉÒÁÑ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÅ × ÓÅËÕÎÄÕ.úÁÄÁÞÁ 16*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 50 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÏÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÝÉÈÚÎÁËÏÍÙÈ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, 0) ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ 48 ÞÅÌÏ×ÅË.ìÉÓÔÏË �5Ä. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÁÓÓ 12.2003ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ mM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ M ×ÍÅÓÔÅ Ó ÞÉÓÌÏÍ m, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÍÁÓÓÏÊ ÔÏÞËÉ M (ÍÁÓÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ). ãÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈÔÏÞÅËm1M1;m2M2; : : : ;mnMn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ Z, ÞÔÏm1���!ZM1+m2���!ZM2+: : :+mn���!ZMn = �!0 .úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ Z Ä×ÕÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1A1 É m2A2 Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÍÉ ÍÁÓÓÁÍÉ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ A1A2, �ÒÉÞ£Í m1 � ZA1 = m2 � ZA2 (ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ï �ÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ).Â) ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ A, B É ÔÏÞËÁ C ÎÁ �ÒÑÍÏÊ AB. ëÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÎÁÄÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ÔÏÞËÉ A, B,ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÙÌÁ ÔÏÞËÁ C?úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ Z | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ m1M1, m2M2, . . . , mnMn Ó ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÁÓÓ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �!OZ = m1���!OM1 +m2���!OM2 + : : :+mn���!OMnm1 +m2 + : : :+mn :Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÒÉ ÏÄÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ O ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ, ÔÏ ÔÏÞËÁ Z | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1M1, . . . , mnMn.úÁÄÁÞÁ 3. ÷ ÓÉÓÔÅÍÅm1M1,m2M2, . . . ,mnMn ×ÚÑÌÉ k ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅËm1M1,m2M2, . . . ,mkMk,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m1 + : : : + mk 6= 0, É ÎÁÛÌÉ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ(m1 + : : : +mk)Z, mk+1Mk+1, . . . , mnMn ÂÕÄÅÔ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ m1M1, . . . , mnMn.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÁÓÓ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ É Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÒ£È ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË 1á, 1÷, 1ó ÌÅÖÉÔ ÎÁ�ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ á É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ ÷ó.



ìÉÓÔÏË �6Ä. äÅÒÅ×ØÑ. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ 60Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ).×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ. ëÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÎÕÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ �ÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÂÙÌÁ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ?Ä) òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �ÕÎËÔ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÎÁ ×ÙÓÏÔÙ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, É ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ É ÄÅÌÑÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ �Ï�ÏÌÁÍ.úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÑÍÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC É ÓÅÒÅÄÉÎÕ L ÍÅÄÉÁÎÙ BB1. ÷ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÉÔ ÜÔÁ �ÒÑÍÁÑ ÓÔÏÒÏÎÕ BC?úÁÄÁÞÁ 8. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É AC ×ÚÑÌÉ ÔÏÞËÉ A1 É B1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁË,ÞÔÏ CA1 : A1B = � É CB1 : B1A = �. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÉAA1 É BB1?úÁÄÁÞÁ 9. (�ÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù) ðÕÓÔØ A1, B1, C1 | ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC, AC, AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ AA1, BB1, CC1 ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ AB1B1C � CA1A1B � BC1C1A =1.úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.Â) (�ÏÞËÁ îÁÇÅÌÑ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÄÅÌÑÝÉÅ�Ï�ÏÌÁÍ ÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.úÁÄÁÞÁ 11. �ÒÉ ÍÕÈÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÙ �ÏÌÚÁÀÔ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÈ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÍÕÈÁ �ÒÏ�ÏÌÚÌÁ �Ï ×ÓÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 12*. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÏ n ÔÏÞÅË. þÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ n�2 ÔÏÞÅË �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÑÍÕÀ, �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÎÕÀ ÈÏÒÄÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÒÑÍÙÅ ËÏÎËÕÒÅÎÔ-ÎÙ.úÁÄÁÞÁ 13*. (îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛ£×Á) ðÕÓÔØ a1 6 : : : 6 an; b1 > : : : > bn, É �ÕÓÔØ �1, . . . , �n |�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�1a1 + : : : + �nan)(�1b1 + : : : + �nbn) > �1a1b1 +: : :+ �nanbn.úÁÄÁÞÁ 14*. îÁ ÂÅÒÅÇÕ ËÒÕÇÌÏÇÏ ÏÚÅÒÁ ÒÁÓÔÕÔ 6 ÓÏÓÅÎ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÔÁËÉÅ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÒÅÍÑ ÉÚ ÓÏÓÅÎ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÒÕÇÏÇÏ | Ó ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ, ÔÏ× ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ ÄÎÅ ÏÚÅÒÁ ÎÁ-ÈÏÄÉÔÓÑ ËÌÁÄ. îÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ. óËÏÌØËÏÒÁÚ �ÒÉÄÅÔÓÑ Ï�ÕÓÔÉÔØÓÑ ÎÁ ÄÎÏ ÏÚÅÒÁ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÔÙÓËÁÔØ ËÌÁÄ?ìÉÓÔÏË �6Ä. äÅÒÅ×ØÑ. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ 12.2003úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ (ÔÏ ÅÓÔØ Ó×ÑÚÎÙÍ É ÂÅÚ �ÉËÌÏ×), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ �ÕÔ£Í Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ò£ÂÒÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÄÅÒÅ×Å Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Á) ÏÄÎÁ; Â) Ä×Å ×ÉÓÑÞÉÅ×ÅÒÛÉÎÙ (×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÉÓÑÞÅÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ)?úÁÄÁÞÁ 3. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÄ×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ?úÁÄÁÞÁ 4. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÁÆ O ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÔÏ×ÏÍ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ ï ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÞÔÏÉ G, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ò£ÂÅÒ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ.



61 ìÉÓÔÏË �6Ä. äÅÒÅ×ØÑ. æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ. ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙúÁÄÁÞÁ 5. ÷ÓÑËÉÊ ÌÉ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÏ×? íÏÖÅÔ ÌÉ ÇÒÁÆ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÓÔÏ-×Ï×?úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÏÌÅÊÂÏÌØÎÁÑ ÓÅÔËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 50 � 600 ËÌÅÔÏË. ëÁËÏÅ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒ£×ÏÞÅË ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÒÅÚÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÅÔËÁ ÎÅ ÒÁÓ�ÁÌÁÓØ ÎÁ ËÕÓËÉ?úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ × Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÈÏÄÑ-ÝÉÍÉ ÉÚ ÎÅ£ Ò£ÂÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÌÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ?úÁÄÁÞÁ 8. (æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó × ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ,Ò Ò£ÂÒÁÍÉ É Ç ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: ×� Ò+ Ç = 2.úÁÄÁÞÁ 9. äÌÑ ËÁËÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ �ÌÏÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ×ÅÒÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: Á) 2Ò > 3Ç; Â) Ò 6 3×� 6?úÁÄÁÞÁ 10. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÌÏÓËÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó �ÑÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ?úÁÄÁÞÁ 11. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ×ÙÒÙÔØ ÔÒÉ ËÏÌÏÄ�Á É ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÒÏ�ÉÎËÁÍÉ ËÁÖÄÙÊÄÏÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÌÏÄ�ÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÒÏ�ÉÎËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ?úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ ç | ÌÀÂÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) × ÇÒÁÆÅ ç ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ 6; Â) ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ç ÍÏÖÎÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × 6 ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ �×ÅÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ Á) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑÒ£ÂÒÁÍÉ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ; Â) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 14. äÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, É × ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ k ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=n+ 1=k = 1=2 + 1=r, ÇÄÅ r | ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ Ò£ÂÅÒ.
òÉÓ. 2.2.úÁÄÁÞÁ 15. ÷Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, É × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ k ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉË | ÌÉÂÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÌÉÂÏ ËÕÂ, ÌÉÂÏ ÏËÔÁÜÄÒ, ÌÉÂÏ ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, ÌÉÂÏ ÉËÏÓÁÜÄÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.2).�ÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÇÒÁÆÁÈúÁÄÁÞÁ 16*. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÏÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÅÝ£ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ. úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÉÓÈÏÄ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÇÒÁÀÔ ÓÏ�ÅÒÎÉËÉ?úÁÄÁÞÁ 17*. ï�ÉÛÉÔÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ A1, . . . , An É n Ò£ÂÒÁÍÉ b1, . . . , bn, ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: ÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Ai É Aj ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Ò£ÂÒÁ bi É bj ÉÍÅÀÔÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ.úÁÄÁÞÁ 18*. ÷ ÌÅÓÕ k � l ÔÒÏ�ÉÎÏË É ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÌÑÎÏË. ëÁÖÄÁÑ ÔÒÏ�ÉÎËÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ Ä×Å �ÏÌÑÎËÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÒÏ�ÉÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × l �×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Ë ËÁÖÄÏÊ �ÏÌÑÎËÅ ÓÈÏÄÉÌÉÓØÔÒÏ�ÉÎËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, �ÏËÒÁÓÉ× ËÁÖÄÙÍ �×ÅÔÏÍ ÒÏ×ÎÏ kÔÒÏ�ÉÎÏË.úÁÄÁÞÁ 19*. óËÏÌØËÏ ÏÓÔÏ×Ï× ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ V0; : : : ; Vn É 2n� 1 ÒÅÂÒÏÍ, ÇÄÅ ×ÅÒÛÉÎÁ V0ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ò£ÂÒÁÍÉ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, É �ÒÉ 1 6 i < n ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ Vi É Vi+1?úÁÄÁÞÁ 20*. ÷ ÇÏÓÔÉ ÏÖÉÄÁÀÔm ÉÌÉ n ÞÅÌÏ×ÅË, ÇÄÅ (m;n) = 1. îÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅËÔÏÒÏ×ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ËÒÕÇÌÙÊ ÔÏÒÔ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËÁË m, ÔÁË É n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈËÕÓËÏ×?



ìÉÓÔÏË �7Ä. ðÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 62úÁÄÁÞÁ 21*. (�ÅÏÒÅÍÁ ëÅÌÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅÅÔ nn�2 ÏÓÔÏ×Ï×.ìÉÓÔÏË �7Ä. ðÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ 01.2004úÁÄÁÞÁ 1. ÷ �ÏÌÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÒÑÍÁÑ ÄÏÒÏÇÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 10 ËÍ/Þ ÅÄÅÔ Á×ÔÏÂÕÓ. õËÁ-ÖÉÔÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÏÌÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÎÁÔØ Á×ÔÏÂÕÓ, ÅÓÌÉ ÂÅÖÁÔØ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ Á) 10 ËÍ/Þ;Â) 5 ËÍ/Þ.úÁÄÁÞÁ 2. þÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ �Ï �ÏÌÀ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3 ËÍ/Þ, É �Ï ÄÏÒÏÇÅ ÓÏ ÓËÏÒÏ-ÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 6 ËÍ/Þ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÚÁ 1 ÞÁÓ, ÅÓÌÉÓÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Á) ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ �Ï �ÏÌÀ; Â) ÎÁ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÅ Ä×ÕÈ �ÅÒ-�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÄÏÒÏÇ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ �Ï �ÏÌÀ; ×) ÔÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ×�ÏÌÅ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 3p2 ËÍ/Þ.úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÎËÔ A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÌÅÓÕ × 5 ËÍ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÉ, Á �ÕÎËÔ B | ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÏÒÏÇÅ × 13 ËÍÏÔ A. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ A × B, ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁ ÄÏÒÏÇÅ |5 ËÍ/Þ, × ÌÅÓÕ | 3 ËÍ/Þ?úÁÄÁÞÁ 4*. çÄÅ-ÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÉÓÁ É ÓÏÂÁËÁ. ìÉÓÁ ÂÅÖÉÔ �Ï �ÒÑÍÏÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊÓËÏÒÏÓÔØÀ. óÏÂÁËÁ ÇÏÎÉÔÓÑ ÚÁ ÌÉÓÏÊ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, �ÒÉÞ£Í ÂÅÖÉÔ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÉÄÉÔ ÌÉÓÕ ×Ó£×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÄ ÓÏÂÏÊ. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÁËÁ ÄÏÇÏÎÉÔ ÌÉÓÕ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ Ä×ÉÇÁÌÁÓØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÉÓÏÊ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉÏÄÎÏÊ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÏÓÅÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÌÉÓÁÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÊ Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ. ëÁË ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÓÏÂÁËÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ?)úÁÄÁÞÁ 5. ÷ �ÅÎÔÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÉÄÉÔ ÚÁÑ�, Á × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÕÇÌÏ× | �Ï ÏÄÎÏÍÕ ×ÏÌËÕ. íÏÖÅÔÌÉ ÚÁÑ� ×ÙÂÅÖÁÔØ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÅÓÌÉ ×ÏÌËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÅÇÁÔØ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÏÌØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÚÁÊ�Á Á) × 1,4 ÒÁÚÁ; Â) × 1,5 ÒÁÚÁ?úÁÄÁÞÁ 6. îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÇÒÁÀÔ Ä×ÏÅ: ÏÄÉÎ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÅÔ ÏÄÎÕ ÆÉÛËÕ-×ÏÌËÁ, ÄÒÕÇÏÊ |ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÉÛÅË-Ï×Å�. ðÏÓÌÅ ÈÏÄÁ ×ÏÌËÁ ÈÏÄÉÔ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ Ï×Å�, �ÏÓÌÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÈÏÄÁ ×ÏÌ-ËÁ | Ï�ÑÔØ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ Ï×Å�, É Ô. Ä. é ×ÏÌË É Ï×�Ù �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÀÔÓÑ ÚÁ ÈÏÄ × ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÍÅÔÒ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÞÉÓÌÁ Ï×Å� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ, ÞÔÏ ×ÏÌË ÎÅ�ÏÊÍÁÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ Ï×�Ù?úÁÄÁÞÁ 7*. çÏÒÏÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ (ÌÉÎÉÉ | ÕÌÉ�Ù, ËÌÅÔ-ËÉ | Ë×ÁÒÔÁÌÙ). îÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÕÌÉ� ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ 100 Ë×ÁÒÔÁÌÏ× ÎÁ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÁÈ ÓÔÏÉÔ �Ï ÍÉ-ÌÉ�ÉÏÎÅÒÕ. çÄÅ-ÔÏ × ÇÏÒÏÄÅ ÅÓÔØ ÂÁÎÄÉÔ (ÅÇÏ ÍÅÓÔÏÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÏ �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÏÎÔÏÌØËÏ �Ï ÕÌÉ�ÁÍ). ãÅÌØ ÍÉÌÉ�ÉÉ | Õ×ÉÄÅÔØ ÂÁÎÄÉÔÁ. åÓÔØ ÌÉ Õ ÍÉÌÉ�ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁÄÏÓÔÉÇÎÕÔØ Ó×ÏÅÊ �ÅÌÉ? (íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÍÉÌÉ�ÉÉ É ÂÁÎÄÉÔÁ | ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ, ÎÏÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ (Õ ÂÁÎÄÉÔÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÍÉÌÉ�ÉÉ). íÉÌÉ�ÉÑ×ÉÄÉÔ ×ÄÏÌØ ÕÌÉ� ×Ï ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.)úÁÄÁÞÁ 8*. ÷ ÇÏÒÏÄÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 7 ÔÒÏÅ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÈ ÌÏ×ÑÔ ×ÏÒÁ (ÍÅÓÔÏÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ×ÏÒÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, ÎÏ �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÌØËÏ �Ï ÕÌÉ�ÁÍ). íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ Õ �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÈ É ×ÏÒÁ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×Ù. ÷ÏÒ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÏÊÍÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÕÌÉ�Å Ó �ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÍ. óÍÏÇÕÔ ÌÉ�ÏÌÉ�ÅÊÓËÉÅ �ÏÊÍÁÔØ ×ÏÒÁ? ïÈÏÔÁ ÎÁ óÎÁÒËÁïÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. âÕÌÏÞÎÉË ÏÈÏÔÉÔÓÑ ÎÁ óÎÁÒËÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. óÎÁÒË ÚÁ ÏÄÉÎÈÏÄ ÍÏÖÅÔ �ÒÙÇÎÕÔØ Ó ËÌÅÔËÉ (x; y) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ËÌÅÔËÕ (x0; y0), ÇÄÅ jx � x0j 6 n, jy � y0j 6 n. þÉÓÌÏn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌÏÊ óÎÁÒËÁ. âÕÌÏÞÎÉË Ó×ÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÏÖÉÔØ ÂÕÌÏÞËÕ ÎÁ ÌÀÂÕÀ �ÕÓÔÕÀËÌÅÔËÕ. óÎÁÒË ÎÅÎÁ×ÉÄÉÔ ÂÕÌÏÞËÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÙÇÁÅÔ ÎÁ ËÌÅÔËÕ Ó ÂÕÌÏÞËÏÊ. ãÅÌØ



63 ìÉÓÔÏË �8Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØâÕÌÏÞÎÉËÁ | ÚÁ�ÅÒÅÔØ óÎÁÒËÁ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÅÍÕ ÎÅËÕÄÁ ÂÙÌÏ �ÒÙÇÎÕÔØ. ãÅÌØ óÎÁÒËÁ | ÞÔÏÂÙ ÅÇÏÎÅ ÚÁ�ÅÒÌÉ.úÁÄÁÞÉ 9 | 13 �ÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÍÅÎÅÅ ÔÒÕÄÎÏÊ ÏÈÏÔÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ óÎÁÒËÏ×.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ óÎÁÒË ËÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÒÄÉÎÁÔÕ (y0 > y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉËÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÚÁ�ÅÒÅÔØ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ óÎÁÒËÁ ÒÁ×ÎÁ Á) 1; Â) n, ÇÄÅ n 2 N | ÌÀÂÏÅ.úÁÄÁÞÁ 10. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ, ÎÏ óÎÁÒË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÏÒÄÉÎÁÔÕ (y0 > y).úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ óÎÁÒË, ÏÄÎÁÖÄÙ ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ËÌÅÔËÉ (x; y), ÕÖÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÙÇÁÅÔ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÓÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÍÅÎØÛÅÊ y � 1000. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉË ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÚÁ�ÅÒÅÔØ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ óÎÁÒËÁÒÁ×ÎÁ Á) 1; Â) n 2 N.úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ óÎÁÒË ËÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. (òÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅÍ ÏÔ óÎÁÒËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ËÌÅÔËÅ (x; y), ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚÞÉÓÅÌ jxj É jyj.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉË ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÚÁ�ÅÒÅÔØ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ óÎÁÒËÁ ÒÁ×ÎÁ Á) 1; Â) n,ÇÄÅ n 2 N | ÌÀÂÏÅ.úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ óÎÁÒË, ÏÄÎÁÖÄÙ ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÉËÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ÎÅ�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÌÉÖÅ, ÞÅÍ ÎÁ d � 1000. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉË ÍÏÖÅÔ ÅÇÏÚÁ�ÅÒÅÔØ, ÅÓÌÉ ÓÉÌÁ óÎÁÒËÁ ÒÁ×ÎÁ Á) 1; Â) n, ÇÄÅ n 2 N | ÌÀÂÏÅ.úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ óÎÁÒË �ÏÄÏÚÒÉÔÅÌÅÎ, É ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÄÎÁÖÄÙ ÍÏÇ �ÒÙÇÎÕÔØ ÎÁ ËÌÅÔËÕ,ÎÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌ ÜÔÏÇÏ, ÔÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÂÏÌØÛÅ ÏÎ ÎÁ ÜÔÕ ËÌÅÔËÕ ÎÅ �ÒÙÇÎÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ âÕÌÏÞÎÉËÍÏÖÅÔ �ÏÊÍÁÔØ �ÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ óÎÁÒËÁ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ �ÏÊÍÁÔØ É ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ óÎÁÒËÁ ÔÏÊ ÖÅÓÉÌÙ.úÁÄÁÞÁ 15*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉË ÍÏÖÅÔ ÚÁ�ÅÒÅÔØ óÎÁÒËÁ ÓÉÌÙ 1.ïÔËÒÙÔÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ. èÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ n > 1 ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÔÏ ÓÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ �ÅÌÉ: âÕÌÏÞÎÉË ÉÌÉ óÎÁÒË?ìÉÓÔÏË �8Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ 03.2004úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØÁ) ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ; Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ �Å�ÏÞËÕ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÎÏ ÌÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 11 ; 12 ; 13 ; 14 ; : : : ×ÙÄÅÌÉÔØÁ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ; Â) ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ?úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ �ÉÆÒÙ,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÓÔÁÎÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ).úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑÄÒÕÇÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅ£ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ Á) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÌÅÎÏ×; Â) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÞÌÅÎÏ×?úÁÄÁÞÁ 5. ëÌÅÔËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÅÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ, ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?úÁÄÁÞÁ 6. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏËÒÙÔØ Á) �ÒÑÍÕÀ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÒÕÇÏ×; Â) �ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ �ÏÌÏÓ; ×) �ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ ÕÇÌÏ×, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ 360Æ;Ç) �ÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÁÒÁÂÏÌ?úÁÄÁÞÁ 7. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏËÒÙÔØ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á) Ä×ÕÍÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ;Â) ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ; ×) ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÊ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ?úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÏÄÉÎÎÁÄ�ÁÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÄ×Å, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÏÚÉ�ÉÊ.



ìÉÓÔÏË �9Ä. ÷ÁÒÉÁ�ÉÑ ËÒÉ×ÏÊ 64úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄÅ×ÑÔÉÞÉÓÅÌ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ �ÉÆÒÙ 0 É 8.úÁÄÁÞÁ 10. Á) åÓÔØ 3 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: (an), (bn) É (n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ p É q, ÞÔÏ ap > aq, bp > bq, p > q. Â) á ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ?úÁÄÁÞÁ 11. (ìÅÍÍÁ ë£ÎÉÇÁ) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Ï ÂÅÓÓÍÅÒÔÎÏ, Á ËÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÍÅÒÔÅÎ.þÉÓÌÏ ÌÀÄÅÊ × ËÁÖÄÏÍ �ÏËÏÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÕÖÓËÁÑ �Å�ÏÞËÁ,ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó áÄÁÍÁ.úÁÄÁÞÁ 12. éÍÅÅÔÓÑ ÑÚÙË Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ. óÌÏ×ÏÍ × ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ. þÁÓÔØ ÓÌÏ× (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) × ÑÚÙËÅ | ÎÅ�ÒÉÌÉÞÎÙÅ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ �ÒÉÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (Ô. Å. ÓÌÏ×Á, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÎÅ�ÒÉÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ �ÒÉÌÉÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ èÏÌÌÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 4 ÇÌÁ×Ù 2): ÀÎÏÛÅÊ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,É ËÁÖÄÙÊ ÚÎÁËÏÍ ÓÏ ÓÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÄÅ×ÕÛÅË.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Á) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ; Â)* ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÅ-ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � N, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ M .úÁÄÁÞÁ 16. ëÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÎÅËÏÍ ÑÚÙËÅ ÌÉÂÏ ÈÏÒÏÛÅÅ, ÌÉÂÏ ÎÅÈÏÒÏÛÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÍÏÖÎÏ ÏÔËÉÎÕÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÂÕË× ÔÁË, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÅÚÁÔØ ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ ÓÌÏ×Á, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅÈÏÒÏÛÉÅ.úÁÄÁÞÁ 17. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ËÒÁÓËÁÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÞÅÔÙÒÅ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.äÏËÁÖÉÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (×ÅÒÛÉÎ ÓÞ£ÔÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÎÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÁ).úÁÄÁÞÁ 18. ä×Á ÂÏÇÁ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÀÔ �ÉÆÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. ðÅÒ×ÙÊ Ó×ÏÉÍÈÏÄÏÍ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔ × È×ÏÓÔ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÉÆÒ, ×ÔÏÒÏÊ | ÏÄÎÕ. åÓÌÉ × ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÒÏÂØ, ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ, ÉÎÁÞÅ | ×ÔÏÒÏÊ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?úÁÄÁÞÁ 19*. íÏÖÎÏ ÌÉ × ÓÞ£ÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅÓÞ£ÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁËÕÀ ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Á) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×; Â) ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄÅÓÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ×) ÎÅ�ÕÓÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ?ìÉÓÔÏË �9Ä. ÷ÁÒÉÁ�ÉÑ ËÒÉ×ÏÊ 04.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎ ÏÔÒÅÚÏË AB ÄÌÉÎÙ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ l × ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ ÏÔÒÅÚËÁ AB × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ l ËÁË ÄÌÉÎÕ �ÒÏÅË�ÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ AB ÎÁ �ÒÑÍÕÀl (ÒÉÓ. 2.3). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Vl(AB) ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ Vl, ÅÓÌÉ ÑÓÎÏ, ÏÔ ËÁËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ.
lA BòÉÓ. 2.3.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ �Ï×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ É ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ 0 É ÍÅÎØÛÅ 1. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ × 360Æ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ×ÚÑÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅVn = Vl1 + Vl2 + � � � + Vlnn×ÁÒÉÁ�ÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ AB × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ l1, l2, . . . , ln (ÒÉÓ. 2.4), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlimn!1Vn = K, �ÒÉÞ£Í K ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 0 É 1. üÔÏ ÞÉÓÌÏ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ AB. íÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÞÉÓÌÏ K �ÏÚÖÅ (ËÏÓ×ÅÎÎÙÍ �ÕÔÅÍ ×ÚÁÄÁÞÅ 7), ÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÁËÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ K.
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òÉÓ. 2.4.
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ a (×ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ K).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ÷ÁÒÉÁ�ÉÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ �Ï ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÒÏÅË�ÉÊ ÅÅ Ú×ÅÎØÅ× ÎÁ ÜÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ (ÒÉÓ. 2.5).úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÓÔÏÒÏÎ ÉÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÒÅÄÎÑÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ ÌÏÍÁ-ÎÏÊ) �Ï ×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ËÁË É ×ÙÛÅ, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ.

lòÉÓ. 2.5.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ ÌÏÍÁÎÏÊ ÄÌÉÎÙ a.ðÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ ÎÁ ËÒÉ×ÙÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ �ÏÎÑÔÉÑËÒÉ×ÏÊ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÒÕÄÎÏ. îÏ �ÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑÉÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÕÓËÏ×. �ÏÇÄÁ �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÌÀÂÏÅ, ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÅ ÎÁ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚÌÀÂÏÊ �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÅÊ �ÒÑÍÏÊ (ÚÄÅÓØ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ �Ï-ÄÏÂÎÙÊ ËÕÓÏË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÕÀ �ÒÑÍÕÀ).�ÏÇÄÁ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ ËÒÉ×ÏÊ �Ï ×ÙÂÒÁÎÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎ �ÒÏÅË�ÉÊ ÅÅ ËÕÓËÏ× ÎÁÜÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ (ÒÉÓ. 2.6.). íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �Ï×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ. åÇÏ ÍÙ É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ×ÁÒÉÁ�ÉÅÊ) ËÒÉ×ÏÊ ÌÉÎÉÉ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ | ÌÏÍÁÎÁÑ, ÔÏ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÒÅÖÎÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

lòÉÓ. 2.6.
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ D.÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÎÏ �ÏÄÒÑÄ (ÒÉÓ. 2.7.) ðÏÌÕÞÉÍ ÌÏÍÁÎÕÀ. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÙÈ) ËÒÉ×ÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅ-ÄÅÌ ÄÌÉÎ ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÌÏÍÁÎÏÊ ÄÌÉÎÁÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ Ú×ÅÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. üÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊËÒÉ×ÏÊ.

òÉÓ. 2.7.
íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÕÓËÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ ×ÁÒÉÁ�ÉÊ ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ,ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ Ú×ÅÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ ÌÏÍÁÎÏÊ, ×�ÉÓÁÎÎÏÊ× �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÕÀ� ËÒÉ×ÕÀ ÄÌÉÎÙ a, ËÏÇÄÁ ÌÏÍÁÎÁÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÄÌÉÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÅÅ Ú×ÅÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ� ËÒÉ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ a.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ×ÁÒÉÁ�ÉÀ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ 1, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 4,5 É 6.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ûÉÒÉÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖ-ÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÜÔÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÌÅÖÉÔ ËÒÉ×ÁÑ. ëÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀÛÉÒÉÎÕ , ÅÓÌÉ ÅÅ ÛÉÒÉÎÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Á. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÊ ËÒÉ×ÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

òÉÓ. 2.8.
úÁÄÁÞÁ 8. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÒÅÔØÅÊ×ÅÒÛÉÎÅ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË òÅÌÌÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.8). äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË òÅÌÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ.úÁÄÁÞÁ 9. (�ÅÏÒÅÍÁ âÁÒÂØÅ) ëÒÉ×ÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.úÁÄÁÞÁ 10. ÷ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ L ÄÌÉÎÙ 22. äÏËÁÖÉÔÅ,



ìÉÓÔÏË �10Ä. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ 2 66ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ L ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ × 8 ÔÏÞËÁÈ.ìÉÓÔÏË �10Ä. ðÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ 2 05.2004úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4 ÌÅÖÁÔ × ÕÚÌÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÉ, ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å4 ÎÅÔ, Á ×ÎÕÔÒÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÅÄÉÁÎ 4.úÁÄÁÞÁ 2. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍÏÔÒÅÚËÅ Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (×ËÌÀÞÁÑ ÇÒÁÎÉ�Õ) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2 ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 3. á×ÔÏÂÕÓÎÙÊ ÂÉÌÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÅÇÏ ÛÅÓÔÉ-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÎÉÈ �ÉÆÒ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÎÏÍÅÒÏ× Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ 27.Â) óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 6 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ 27?×) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 4. äÏÓÔÕ� Ë ÓÅÊÆÕ ÉÍÅÀÔ 11 ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ. ëÁËÉÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÁÍËÏ× ÎÁÄÏÓÎÁÂÄÉÔØ ÓÅÊÆ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ËÌÀÞÅÊ ÌÀÂÙÅ 6 ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ, ÓÏÂÒÁ×ÛÉÓØ×ÍÅÓÔÅ, ÍÏÇÌÉ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔØ, Á ÌÀÂÙÅ 5 ÞÌÅÎÏ× ËÏÍÉÓÓÉÉ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ? ëÁË �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØËÌÀÞÉ?úÁÄÁÞÁ 5. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ 5Â ÌÉÓÔËÁ 2Ä, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÕÄÒÅ� ÓÌÁÂ ÚÒÅÎÉÅÍ É ×ÉÄÉÔ ÌÉÛØ k ×�ÅÒÅÄÉÓÔÏÑÝÉÈ.úÁÄÁÞÁ 6. ëÏÄ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÅÊÆÕ æâò| �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 1700. ä×Á Û�ÉÏÎÁ, ÕÚÎÁ× �Ï ËÏÄÕ, ÒÅÛÉÌÉÏÂÍÅÎÑÔØÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. óÏÇÌÁÓÏ×Á× ÚÁÒÁÎÅÅ Ó×ÏÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ ÒÅËÉ ÕËÕÞÉ ÉÚ 26 ËÁÍÎÅÊ. óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ Û�ÉÏÎ ËÉÎÕÌ × ×ÏÄÕ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÁÍÎÅÊ, �ÏÔÏÍ |×ÔÏÒÏÊ, �ÏÔÏÍ | Ï�ÑÔØ �ÅÒ×ÙÊ, É Ô. Ä. ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁÍÎÉ ÎÅ ËÏÎÞÉÌÉÓØ (ÚÁÔÅÍ Û�ÉÏÎÙÒÁÚÏÛÌÉÓØ). ëÁË ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ �ÅÒÅÄÁÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ?úÁÄÁÞÁ 7. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ç ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pç (n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ× n ÄÁÎÎÙÈ �×ÅÔÏ× (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 3Ä). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Pç (n) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ Á) ÄÌÑÇÒÁÆÁ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ É ÂÅÚ Ò£ÂÅÒ; Â) ÄÌÑ �ÉËÌÁ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ É n Ò£ÂÅÒ; ×) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÉÚ n×ÅÒÛÉÎ.úÁÄÁÞÁ 8. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó �ÑÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ?

òÉÓ. 2.9.

úÁÄÁÞÁ 9. Á) ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ò£ÂÒÁÍÉÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÏÒÅ (�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÕÂÌÉËÁ, ÉÌÉ ÓÆÅÒÁ Ó ÒÕÞ-ËÏÊ). ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÂÕÂÌÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÒÅÂÒÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ (ÇÒÁÎÉ). ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁüÊÌÅÒÁ? (çÒÁÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÂÅÚ ÄÙÒÏË, ËÁÖÄÕÀ ÍÏÖÎÏ�ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ × �ÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (ÂÅÚ ÒÁÚÒÙ×Ï×É ÓËÌÅÅË).)Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ËÒÅÎÄÅÌÅ (ÓÆÅÒÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÕÞ-ËÁÍÉ).×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 10. N ÞÅÌÏ×ÅË ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ×ÍÅÓÔÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉ-Î£Ó �Ï 50 ÑÂÌÏË. ÷ÓÅ ÑÂÌÏËÉ ÒÁÚÌÏÖÉÌÉ × N ËÏÒÚÉÎ, �Ï 50ÑÂÌÏË × ËÁÖÄÕÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁË ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÍÅÝÅ-ÎÙ ÑÂÌÏËÉ, ËÏÒÚÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÁÔØ ÓÏÂÒÁ×ÛÉÍÓÑ ÔÁË, ÞÔÏËÁÖÄÏÍÕ ÄÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÑÂÌÏËÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ ÓÁÍ �ÒÉÎ£Ó.



67 ìÉÓÔÏË �11Ä. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉúÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ A1, A2, . . . , An | ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁÇÒÁÎÉ�Å ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 3 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË M , ÌÅÖÁÝÉÈ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÞÉÓÌÏ������!MA1 +���!MA2 + � � � +���!MAn���ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ ÏÈÏÔÁ ÎÁ óÎÁÒËÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 6Ä) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÎÁËÕÂÉËÉ. ëÁÖÄÙÍ ÈÏÄÏÍ óÎÁÒË ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅ�ÒÙÇÎÕÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÏÓÅÄÎÉÊ �Ï ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉË (ÛÅÓÔØ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏ×). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ âÕÌÏÞÎÉË ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÚÁ�ÅÒÅÔØ.úÁÄÁÞÁ 13. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×-ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÉÈ ÞÁÓÔØ,ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ a+ 2b, ÇÄÅ a Éb | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÅ×ÙÞÅÒËÎÕÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.ìÉÓÔÏË �11Ä. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 09.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n | ÜÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf1; : : : ; ng ÎÁ ÓÅÂÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.úÁÄÁÞÁ 1. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn?ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ �1 2 3 42 4 1 3�; ÔÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÕ 1 7! 2 (ÔÏ ÅÓÔØ 1 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × 2), 2 7! 4, 3 7! 1, 4 7! 3. ÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ � 2 Sn, ÔÏ� = � 1 2 : : : n�(1) �(2) : : : �(n)�. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ÔÕ ÖÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÁÒÔÉÎ-ËÏÊ ×ÉÄÁ 1 2 3 41 2 3 4ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �; � 2 Sn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ��(i) = �(�(i)) (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � É � ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ � = �1 2 3 43 2 1 4� ; 1 2 3 41 2 3 4
� = �1 2 3 42 4 1 3� ; 1 2 3 41 2 3 4ÔÏ �� = �1 2 3 41 4 2 3� : 1 2 3 41 2 3 4



ìÉÓÔÏË �11Ä. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 68ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, Á �ÏÔÏÍ �ÅÒ×ÙÊ.úÁÄÁÞÁ 2. Á) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ �� = ��? Â) ðÕÓÔØ � = �1 2 3 42 4 1 3�, � = �1 2 3 43 1 4 2�. îÁÊÔÉ �� É��.úÁÄÁÞÁ 3. Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ e, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ e� = �e = � ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ � 2 Sn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ (Å£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÉÌÉÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ.)Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ��1 ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ���1 = e = ��1�. (üÔÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë �. ðÏÞÅÍÕ?)×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �; �; � 2 Sn ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(��) = (��)�.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �� = ��, ÔÏ ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ � = �.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � 2 Sn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k,ÞÔÏ �k = e. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ k Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑord�.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÒÑÄËÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË: �1 2 3 4 51 3 2 4 5�, �1 2 3 4 53 4 2 5 1�, �1 2 3 4 52 5 4 3 1�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ãÉËÌÏÍ (a1; a2; : : : ; ak) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, �ÉËÌÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ a1; a2; : : : ; ak (ÔÏ ÅÓÔØ a1 7! a2, a2 7! a3, . . . , ak 7! a1; ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙa1; a2; : : : ; ak ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ). þÉÓÌÏ kÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ �ÉËÌÁ.úÁÄÁÞÁ 6. ëÁËÉÅ ÉÚ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ÚÁÄÁÞÅ 5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÁÍÉ?úÁÄÁÞÁ 7. ëÁËÏ× �ÏÒÑÄÏË �ÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ k? óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ k × Sn?úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � É � | �ÉËÌÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ(ÔÁËÉÅ �ÉËÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ), ÔÏ �� = �� (�ÉËÌÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ).Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÉËÌÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ?úÁÄÁÞÁ 9. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5 × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ �ÉËÌÏ×. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ)?úÁÄÁÞÁ 11. Á) ðÕÓÔØ �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ. òÁÚÌÏÖÉÍ Å£ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ�ÉËÌÏ×. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ×? Â) ðÕÓÔØ � | ÜÔÏ k-Ñ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÉËÌÁ (1; 2; : : : ; n).îÁ ÓËÏÌØËÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �? ëÁËÏ×Ù ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ×?úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Á) ÉÚ S5; Â) ÉÚ S13; ×)* ÉÚ Sn.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ord� ÄÅÌÉÔ n! ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � 2 Sn.úÁÄÁÞÁ 14. �ÅËÓÔ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ, ÚÁÍÅÎÑÀÝÅÊ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÎÁ ÎÅ-ËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ ÔÅËÓÔ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ k ÒÁÚ ÛÉÆÒÕÀÝÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. Â) îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ k.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. �ÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ | ÜÔÏ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ Ä×Á. �ÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÀ ×ÉÄÁ (i; i + 1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.Â) ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5.×) ìÀÂÁÑ ÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ?Ç) ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5.úÁÄÁÞÁ 16. îÅÓËÏÌØËÏ ÖÉÔÅÌÅÊ ÇÏÒÏÄÁ N ÈÏÔÑÔ ÏÂÍÅÎÑÔØÓÑ Ë×ÁÒÔÉÒÁÍÉ. õ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÓÔØ �Ï Ë×ÁÒ-ÔÉÒÅ, ÎÏ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÞÅÔ �ÅÒÅÅÈÁÔØ × ÄÒÕÇÕÀ (ÒÁÚÎÙÅ ÌÀÄÉ ÈÏÔÑÔ �ÅÒÅÅÈÁÔØ × ÒÁÚÎÙÅ Ë×ÁÒÔÉÒÙ). ðÏÚÁËÏÎÁÍ ÇÏÒÏÄÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÙ ÔÏÌØËÏ �ÁÒÎÙÅ ÏÂÍÅÎÙ: ÅÓÌÉ Ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÒÔÉÒÁÍÉ,ÔÏ × ÔÏÔ ÖÅ ÄÅÎØ ÏÎÉ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÍÅÎÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÉÔØ �ÁÒÎÙÅÏÂÍÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÕÖÅ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÄÎÑ ËÁÖÄÙÊ ÂÕÄÅÔ ÖÉÔØ × ÔÏÊ Ë×ÁÒÔÉÒÅ, ËÕÄÁ ÈÏÔÅÌ �ÅÒÅÅÈÁÔØ.



69 ìÉÓÔÏË �12Ä. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊúÁÄÁÞÁ 17. Á) ìÀÂÕÀ ÌÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÚ Sn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ×ÉÄÁ (1; k)?Â)*ðÕÓÔØ T | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÉÚ Sn. ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ n ÔÏÞÅË A1, . . . ,An É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ Ò£ÂÒÁÍÉ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÔÏÞËÉ Ai É Aj ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ×ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Å T ÅÓÔØ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ (i; j). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ ÅÓÌÉ ÉÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÚ Sn ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×Õ T .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. âÅÓ�ÏÒÑÄÏË ÉÌÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ �ÁÒÁ (i; j), ÞÔÏ i < j É�(i) > �(j). ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ × ÎÅÊ Þ£ÔÎÏ, É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ Sn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ An É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.úÁÄÁÞÁ 18. ëÁË Õ×ÉÄÅÔØ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ) ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÁÈ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2?úÁÄÁÞÁ 19. Á) ëÁËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÚÁÄÁÞÅ 5 Þ£ÔÎÙÅ? Â) óËÏÌØËÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ Õ�1 2 : : : n� 1 nn n� 1 : : : 2 1�?úÁÄÁÞÁ 20. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ��1, ÚÎÁÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊÕ �?úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ | ÎÅÞ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ �ÉËÌÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ. ëÁË?úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ | Þ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÚÎÏÊ Þ£ÔÎÏÓÔÉ | ÎÅÞ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ.úÁÄÁÞÁ 25. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × An?úÁÄÁÞÁ 26*. Á) ðÏÞÅÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ìÌÏÊÄÁ ÏÂ ÉÇÒÅ × 15 ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ?Â) ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ × 2 �×ÅÔÁ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ �Ï ÞÉÓÌÕ(ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÙÅ). úÁ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÅ 2 ÞÉÓÌÁ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ�ÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÈÏÄÏ× ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ 2 ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ �ÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ ÎÁ Ó×ÏÉÈ ÍÅÓÔÁÈ?úÁÄÁÞÁ 27*. õ ÏÔ�Á ÂÙÌÏ 7 ÄÏÞÅÒÅÊ. ÷ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ×ÙÈÏÄÉÌÁ ÚÁÍÕÖ, ËÁÖÄÁÑ Å£ ÓÔÁÒÛÁÑÓÅÓÔÒÁ, ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ × ÎÅ×ÅÓÔÁÈ, ÖÁÌÏ×ÁÌÁÓØ ÏÔ�Õ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎ ÏÂÙÞÁÊ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁÍÕÖ �Ï ÓÔÁÒ-ÛÉÎÓÔ×Õ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÙÛÌÁ ÚÁÍÕÖ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÄÏÞØ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÔÅ� ÕÓÌÙÛÁÌ ×ÓÅÇÏ 7ÖÁÌÏÂ. ÷ ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÄÏÞÅÒÉ ÍÏÇÌÉ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁÍÕÖ (�ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ)? óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ�ÏÒÑÄËÏ×?úÁÄÁÞÁ 28*. äÌÑ ËÁËÉÈ k × Sn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ k ÉÎ×ÅÒÓÉÊ?úÁÄÁÞÁ 29. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÁÂÌÉ�Ù 2� n ÓÔÏÉÔ ÏÄÎÏ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n, �ÒÉÞ£Í × ËÁÖÄÏÊÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÔÁÂÌÉ�?úÁÄÁÞÁ 30*. P (x) É Q(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ xÞÉÓÌÏ P (Q(x)) � x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 100. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ x ÞÉÓÌÏ Q(P (x)) � xÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 100.úÁÄÁÞÁ 31*. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å n ÓÔÒÏË É m ÓÔÏÌÂ�Ï×. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÈÏÄ | ÜÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁÂÌÉ�Ù, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÅ, ÞÔÏ É ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÈÏÄ. úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÈÏÄÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÁÓÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁÂÌÉ�Ù?ìÉÓÔÏË �12Ä. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 10.2004ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÓÅÒÉÀ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÓÈÏ-ÄÙ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ. ðÒÉÍÅÒ| ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ, ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ



ìÉÓÔÏË �12Ä. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 70ÓÏÂÙÔÉÅ | ×Ù�ÁÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 6. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ. ðÒÉÍÅÒ ÓÏ-ÂÙÔÉÑ | ×Ù�ÁÄÅÎÉÅ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÞËÏ× ÎÁ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÍÕ ÉÓÈÏÄÕ ! ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÞÉÓÌÏ P(!)ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÉÓÈÏÄÁ. óÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A | ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÓÈÏÄÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÙÔÉÅ A(ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ P(A)).úÁÄÁÞÁ 1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÂÒÏÓÉÌÉ 10 ÒÁÚ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Á) ×ÓÅ 10 ÒÁÚ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì? Â) ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÁÌÏ 5 ÏÒÌÏ×, Á ÚÁÔÅÍ 5 ÒÅÛÅË? ×) ×Ù�ÁÌÏ 5 ÏÒÌÏ× É 5 ÒÅÛÅË (×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)?úÁÄÁÞÁ 2. �ÅÓÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 10-ÔÉ ×Ï�ÒÏÓÏ×, ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ 4 ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÏÔ×ÅÔÁ. ä×ÏÅÞ-ÎÉË ÷ÁÓÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÎÁÏÂÕÍ�. Á) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÔ×ÅÔÉÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÎÁ ×ÓÅ 10 ×Ï�ÒÏÓÏ×?Â) òÏ×ÎÏ ÎÁ 5 ×Ï�ÒÏÓÏ×? ×) îÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 5 ×Ï�ÒÏÓÏ×?úÁÄÁÞÁ 3. ÷ ÇÏÄÕ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÍÎÏÇÏ ÔÅÓÔÏ×, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÔÅÓÔÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 2. åÓÌÉ ÷ÁÓÅ ÕÄÁ£ÔÓÑÓ�ÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ Õ ÏÔÌÉÞÎÉËÁ ðÅÔÉ, ÏÎ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ×ÅÒÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÕÇÁÄ.÷ ËÏÎ�Å ÇÏÄÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÷ÁÓÑ ÏÔ×ÅÔÉÌ ×ÅÒÎÏ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÓÅÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×. ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ×÷ÁÓÑ Ó�ÉÓÁÌ?úÁÄÁÞÁ 4. ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÑÈ �Ï ËÕÂËÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 2n Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ×. óÉÌÙ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÏ× �Ï-ÓÔÏÑÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÂÅÖÄÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ× ÆÉÎÁÌÅ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ Ä×Á ÓÁÍÙÈ ÓÉÌØÎÙÈ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ (×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÖÅÒÅÂØ£×ËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ).úÁÄÁÞÁ 5. ëÉÔÁÊÓËÏÅ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚÄÁÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁËÏÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ �ÅÌØÀ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÒÉÒÏÓÔÎÁÓÅÌÅÎÉÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï×ÌÉÑÔØ ÎÁ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ. åÓÌÉ × ÓÅÍØÅ �ÅÒ×ÙÊ ÒÅÂ£ÎÏË | ÍÁÌØ-ÞÉË (ÎÁÓÌÅÄÎÉË), ÔÏ ÜÔÏÊ ÓÅÍØÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÔÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÒÅÂ£ÎÏË |ÄÅ×ÏÞËÁ, ÔÏ ÓÅÍØÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÅÓÔÉ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂ£ÎËÁ. ðÏ×ÌÉÑÅÔ ÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÏÎÁÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ ÍÕÖÓËÏÇÏ É ÖÅÎÓËÏÇÏ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ × ëÉÔÁÅ? (ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÒÏÖÄÅÎÉÉ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁÌØÞÉËÁ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ 1/2.)úÁÄÁÞÁ 6. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ ×ÅÄÕÝÉÊ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÇÒÁÀÝÅÍÕ ÕÇÁÄÁÔØ, ÚÁ ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÚÁËÒÙÔÙÈÄ×ÅÒÅÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÂÉÌØ. éÇÒÁÀÝÉÊ ÎÁÕÇÁÄ ×ÙÂÒÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÅÒÅÊ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÅÄÕÝÉÊ(ÚÎÁÑ, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÂÉÌØ) ÏÔËÒÙÌ ÏÄÎÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÅÒÅÊ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÂÙÌÏ Á×ÔÏÍÏ-ÂÉÌÑ. äÁÌÅÅ ×ÅÄÕÝÉÊ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÇÒÁÀÝÅÍÕ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÉÚÍÅÎÉÔØ Ó×Ï£ ÒÅÛÅÎÉÅ É ×ÙÂÒÁÔØÄÒÕÇÕÀ ÚÁËÒÙÔÕÀ Ä×ÅÒØ, ÉÌÉ ÖÅ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÎÁÓÔÁÉ×ÁÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ Ä×ÅÒÉ. ëÁËÌÕÞÛÅ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ÉÇÒÁÀÝÅÍÕ?úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �Ï�ÁÓÔØ �ÏÄ ÍÁÛÉÎÕ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÕÌÉ�Ù × ÎÅ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÒÁ×ÎÁ0,01. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔØÓÑ �ÅÌÙÍ, ÓÔÏ ÒÁÚ �ÅÒÅÊÄÑ ÕÌÉ�Õ × ÎÅ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ? ëÁËÓ×ÑÚÁÎÁ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ó ÞÉÓÌÏÍ e (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 19)? ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ Å£ �ÏÔÏÞÎÅÅ.úÁÄÁÞÁ 8. àÒÁ ×ÙÕÞÉÌ 3 ÂÉÌÅÔÁ ÉÚ 30. îÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ×ÓÅ ÂÉÌÅÔÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÌÅ, ÓÔÕÄÅÎÔÙ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉÔÑÎÕÔ ÂÉÌÅÔÙ, ×ÙÔÑÎÕÔÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÕÂÉÒÁÀÔ ÓÏ ÓÔÏÌÁ. ëÁËÉÍ ×ÙÇÏÄÎÅÅ ÔÑÎÕÔØ ÂÉÌÅÔ àÒÅ?úÁÄÁÞÁ 9. ÷ ÕÒÎÅ M ÞÅÒÎÙÈ É N ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×. îÁÕÇÁÄ ×ÙÂÒÁÎÏ n ÛÁÒÏ×. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×Ù-ÔÁÝÉÔØ ÒÏ×ÎÏ m ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ×ÚÑÔÉÑ ÉÚ ÕÒÎÙ ÛÁÒ Á) ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÁÚÁÄ; Â) ×ÏÚ-×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÁÚÁÄ.úÁÄÁÞÁ 10. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ËÌÁÓÓÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑÄÎÅÊ ÒÏÖÄÅÎÉÑ Õ Ä×ÕÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1=2? (òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ.)úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ B| ÓÏÂÙÔÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ PB(A) ÓÏÂÙÔÉÑ A �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ B �ÒÏÉÚÏÛÌÏ.úÁÄÁÞÁ 12. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÓÅÍØÅ Ä×Á ÍÁÌØÞÉËÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÅÔÅÊ | ÍÁÌØÞÉË?úÁÄÁÞÁ 13. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × �ÅÌØ �ÒÉ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ×ÙÓÔÒÅÌÅ ÒÁ×ÎÁ 0; 2. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ�ÏÒÁÚÉÔØ �ÅÌØ, ÅÓÌÉ × 2% ÓÌÕÞÁÅ× ×ÙÓÔÒÅÌ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÏÓÅÞËÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ P(A É B) = P(A) � P(B) (�ÒÉP(B) 6= 0 ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ PB(A) = P(A)).



71 ìÉÓÔÏË �12Ä. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊúÁÄÁÞÁ 14. éÚ ËÏÌÏÄÙ × 52 ËÁÒÔÙ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁÕÄÁÞÕ ÏÄÎÁ ËÁÒÔÁ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑÁ) �×ÙÂÒÁÔØ ×ÁÌØÔÁ� É �×ÙÂÒÁÔØ �ÉËÕ�; Â) �×ÙÂÒÁÔØ ×ÁÌØÔÁ� É �ÎÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÁÍÕ�?úÁÄÁÞÁ 15. óÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ Á) A É �ÎÅ B�; Â) �ÎÅ A� É �ÎÅB�?úÁÄÁÞÁ 16. éÚ 100 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÏÎÅÔ ÏÄÎÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ (Ó Ä×ÕÍÑ ÏÒÌÁÍÉ). ÷ÙÂÒÁÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÏÎÅÔÕ, ÂÒÏÓÉÌÉ 5 ÒÁÚ: ×Ù�ÁÌÉ ×ÓÅ ÏÒÌÙ. ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ Å£ ÂÒÏÓÉÔØ ÅÝ£ 10 ÒÁÚ, ÓÎÏ×Á×Ù�ÁÄÕÔ ×ÓÅ ÏÒÌÙ?úÁÄÁÞÁ 17. (ï ×ÒÅÄÅ �ÏÄÈÁÌÉÍÓÔ×Á) ÷ ÖÀÒÉ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÅÌÏ×ÅË ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÙÎÏÓÉÔÓÑÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÇÏÌÏÓÏ×. ðÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ÖÀÒÉ É ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÖÀÒÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ 0; 7 É 0; 9, Á ÔÒÅÔÉÊ ÄÌÑ ×ÙÎÅÓÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ. ëÁËÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÄÌÑ ÖÀÒÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÎÅÓÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÔÉÊ ÎÁÞÎÅÔ ËÏ�ÉÒÏ×ÁÔØÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ?úÁÄÁÞÁ 18. ÷ÁÓÅ ÏÂÅÝÁÀÔ �ÒÉÚ, ÅÓÌÉ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÏÄÒÑÄ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÔÅÎÎÉÓÎÙÅ �ÁÒÔÉÉ�ÒÏÔÉ× Ó×ÏÅÇÏ ÔÒÅÎÅÒÁ É ËÌÕÂÎÏÇÏ ÞÅÍ�ÉÏÎÁ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÈÅÍ: ÔÒÅÎÅÒ-ÞÅÍ�ÉÏÎ-ÔÒÅÎÅÒ ÉÌÉ ÞÅÍ�ÉÏÎ-ÔÒÅÎÅÒ-ÞÅÍ�ÉÏÎ. þÅÍ�ÉÏÎ ÉÇÒÁÅÔ ÌÕÞÛÅ ÔÒÅÎÅÒÁ. ëÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÷ÁÓÅ?úÁÄÁÞÁ 19. �ÒÉ ÚÁ×ÏÄÁ ×Ù�ÕÓËÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÉÚÄÅÌÉÑ. ðÅÒ×ÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ 50% ×ÓÅÊ �ÒÏÄÕË�ÉÉ,×ÔÏÒÏÊ | 20%, ÔÒÅÔÉÊ | 30%. ðÅÒ×ÙÊ ÚÁ×ÏÄ ×Ù�ÕÓËÁÅÔ 1% ÂÒÁËÁ, ×ÔÏÒÏÊ | 8%, ÔÒÅÔÉÊ | 3%.÷ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÎÁÕÇÁÄ ÉÚÄÅÌÉÅ | ÂÒÁËÏ×ÁÎÎÏÅ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÚÁ×ÏÄÁ?úÁÄÁÞÁ 20. ä×Á ÏÈÏÔÎÉËÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÓÔÒÅÌÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÕÌÑÍÉ × ÍÅÄ×ÅÄÑ. íÅÄ×ÅÄØ ÂÙÌÕÂÉÔ ÏÄÎÏÊ �ÕÌÅÊ. ëÁË �ÏÄÅÌÉÔØ ÏÈÏÔÎÉËÁÍ ÛËÕÒÕ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ | 0,3,Á Õ ×ÔÏÒÏÇÏ | 0,6?úÁÄÁÞÁ 21. ðÒÏ ÎÅËÉÊ ×ÉÄ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÁËÔÅÒÉÑ ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÕÔÕ �ÏÓÌÅ Ó×ÏÅÇÏ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ Ó×ÅÔ ÄÅÌÉÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ pk ÎÁ k �ÏÔÏÍËÏ×, ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; 10. ðÒÉ ÜÔÏÍ p0 |ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÍÅÒÔÉ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÕÔÕ �ÏÓÌÅ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ xÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÅÓØ ÒÏÄ, ÎÁÞÁ×ÛÉÊÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ, ËÏÇÄÁ-ÌÉÂÏ �ÅÌÉËÏÍ ×ÙÍÒÅÔ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x = p0 + p1x+ p2x2 + � � �+ p10x10.úÁÄÁÞÁ 22. éÍÅÅÔÓÑ 10 Þ£ÒÎÙÈ É 10 ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×. ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ �Ï Ä×ÕÍÕÒÎÁÍ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÓÅ ÛÁÒÙ), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÷ÁÍ �ÒÅÄÌÏÖÁÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÛÁÒ ÉÚ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÕÒÎÙ.ëÁË ÎÕÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÛÁÎÓÙ ×ÙÎÕÔØ ÂÅÌÙÊ ÛÁÒ?úÁÄÁÞÁ 23. �ÒÏÅ ÄÒÕÚÅÊ ÈÏÔÑÔ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ, ËÏÍÕ ÉÄÔÉ × ÌÅÓ ÚÁ ÄÒÏ×ÁÍÉ. ëÁË ÉÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ,ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÍÏÎÅÔÁ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÂÒÏÓÁÔØ)?úÁÄÁÞÁ 24. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ× �ÉÛÅÔ ÎÁ ÂÕÍÁÖËÅ ÞÉÓÌÏ 1 ÉÌÉ 2, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÏÔËÒÙ×ÁÀÔ ÂÕÍÁÖËÉ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×�ÁÌÉ, ÔÏ �ÅÒ×ÙÊ �ÌÁÔÉÔ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌØËÏ ÒÕÂÌÅÊ, ËÁËÏ×Ù ÜÔÉÞÉÓÌÁ; ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ×ÔÏÒÏÊ �ÌÁÔÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ a ÒÕÂÌÅÊ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ a ÜÔÁ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÓÔÎÏÊ?òÁÚÂÅÒÉÔÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:Á) ëÁÖÄÙÊ ÉÇÒÏË ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ 1 ÉÌÉ 2.Â) ðÅÒ×ÙÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, Á ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ q (ÇÄÅ 0 6 p; q 6 1).×)*�Ï ÖÅ, ÞÔÏ É �ÕÎËÔ Â), ÎÏ �ÅÒÅÄ ÉÇÒÏÊ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔ p (ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄), Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔ q (ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄).úÁÄÁÞÁ 25*. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÇÒÏËÏ× �ÉÛÅÔ ÎÁ ÂÕÍÁÖËÅ �Ï �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, �ÏÔÏÍ ÏÎÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÏÔËÒÙ×ÁÀÔ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ �ÌÁÔÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÕÂÌØ; ÅÓÌÉ ÎÅÔ |×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔ a ÒÕÂÌÅÊ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ a ÜÔÁ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÓÔÎÏÊ (ÒÁÚÂÅÒÉÔÅÓÌÕÞÁÉ, ËÁË É × ÚÁÄÁÞÅ 24)?úÁÄÁÞÁ 26*. (óÕÍÁÓÛÅÄÛÁÑ ÓÔÁÒÕÛËÁ) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ n �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× ËÕ�ÉÌ �Ï ÂÉÌÅÔÕ ÎÁ n-ÍÅÓÔÎÙÊÓÁÍÏÌÅÔ. ðÅÒ×ÏÊ ÚÁÛÌÁ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÁÑ ÓÔÁÒÕÛËÁ É ÓÅÌÁ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÍÅÓÔÏ. äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ×ÎÏ×Ø×ÏÛÅÄÛÉÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ; ÉÎÁÞÅ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÁÓÓÁÖÉÒ ÚÁÊÍÅÔ Ó×ÏÅ ÍÅÓÔÏ?úÁÄÁÞÁ 27*. (úÁÄÁÞÁ Ï ÂÁÌÌÏÔÉÒÏ×ËÅ) îÁ ×ÙÂÏÒÁÈ ËÁÎÄÉÄÁÔ P ÎÁÂÒÁÌ p ÇÏÌÏÓÏ×, Á ËÁÎÄÉÄÁÔ Q



ìÉÓÔÏË �13Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 72ÎÁÂÒÁÌ q ÇÏÌÏÓÏ×, p > q. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÏÄÓÞ£ÔÅ ÇÏÌÏÓÏ×P ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌ ×�ÅÒÅÄÉ Q.úÁÄÁÞÁ 28*. (úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÏÒÅÎÉÉ) éÇÒÏË, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÍÏÎÅÔ, ÉÇÒÁÅÔ �ÒÏÔÉ× ËÁÚÉÎÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ. úÁ ÏÄÎÕ ÉÇÒÕ ÉÇÒÏË ÌÉÂÏ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, ÌÉÂÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 0,5. ïÎ ÉÇÒÁÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ ÒÁÚÏÒÉÔÓÑ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÏÒÉÔØÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÚÁm ÉÇÒ?úÁÄÁÞÁ 29*. äÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ | ÓÏ Ó×ÏÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ. äÁÔÞÉË ÓÉÌØÎÅÅ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØÛÅÊ 1=2 ×ÙÄÁÎÎÏÅ ÉÍ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ,×ÙÄÁÎÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÍ ÄÁÔÞÉËÏÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÁÔÞÉËÉ A, B É C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ A ÂÙÌ ÓÉÌØÎÅÅ B,B ÓÉÌØÎÅÅ C, Á C ÓÉÌØÎÅÅ A?úÁÄÁÞÁ 30*. ÷ÁÍ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÀÔ 100 ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÄÅÎÅÖÎÙÈ ÓÕÍÍ,�ÏËÁ ÷Ù ÎÅ ×ÏÚØÍ£ÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÕÀ ÓÕÍÍÕ. ëÁË ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÚÑÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ Ó ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØÀ, ÂÏÌØÛÅÊ 1=3?úÁÄÁÞÁ 31*. ðÁÌËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÌÏÍÁÀÔ ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ. ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË?úÁÄÁÞÁ 32*. (úÁÄÁÞÁ âÀÆÆÏÎÁ) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÌÉÎÏ×ÁÎÎÕÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ (ÎÁ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ), ÂÒÏÛÅÎÁ ÉÇÌÁ ÄÌÉÎÙ � < 1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÇÌÙ ÓËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 33*. (ðÁÒÁÄÏËÓ âÅÒÔÒÁÎÁ) ó ËÁËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÈÏÒÄÁ ÎÅËÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ?úÁÄÁÞÁ 34*. íÏÎÅÔÕ ÒÁÄÉÕÓÏÍ r É ÔÏÌÝÉÎÏÊ d ÂÒÏÓÁÀÔ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ (ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅÎÅÕ�ÒÕÇÏÅ). ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÁ Õ�ÁÄÅÔ ÎÁ ÒÅÂÒÏ?úÁÄÁÞÁ 35*. þÅÌÏ×ÅË, ÉÍÅÀÝÉÊ n ËÌÀÞÅÊ, ÈÏÞÅÔ ÏÔ�ÅÒÅÔØ Ó×ÏÀ Ä×ÅÒØ, ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÑ ËÌÀÞÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÏÄÉÎ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ�ÏÄÏÛÅÄÛÉÅËÌÀÞÉÁ) ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ; Â) ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 36*. ðÁÞËÁ Ö×ÁÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ n ÒÁÚÎÙÈ, ÎÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÈ ×ËÌÁÄÙÛÅÊ. óËÏÌØËÏ�ÁÞÅË ÎÕÖÎÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ËÕ�ÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÒÁÔØ �ÏÌÎÕÀ ËÏÌÌÅË�ÉÀ ×ËÌÁÄÙÛÅÊ?úÁÄÁÞÁ 37*. óÒÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÂÕÓÁ �57 ÒÁ×ÅÎ 35 ÍÉÎÕÔ, Á ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ä×É-ÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÂÕÓÁ �661 ÒÁ×ÅÎ 20 ÍÉÎÕÔ. óËÏÌØËÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÕÖÎÏ ÖÄÁÔØ Á) Á×ÔÏÂÕÓ �57; Â) ÏÄÉÎÉÚ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÂÕÓÏ×?ìÉÓÔÏË �13Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 11.2004ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Å£ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ1). �ÏÞËÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × M ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÅÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ Á) ÎÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË; Â) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÑÑ ÔÏÞËÁ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ.úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.Â) âÙ×ÁÀÔ ÌÉ ÓÞ£ÔÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. �ÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÉÚ M . �ÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ.1)÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ �ÏÄ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ: ÏÔËÒÙÔÙÅ ÌÕÞÉ É ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ.



73 ìÉÓÔÏË �13Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁúÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: Á) Z; Â) (0; 1); ×) f 1n jn 2 Ng; Ç) f(�1)n+1n jn 2 Ng; Ä) Q ; Å) R n Q ; Ö) fm2n jn;m 2 Zg Ú) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, × ÚÁ�ÉÓÉËÏÔÏÒÙÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 0 É 1; É) fsinn jn 2 Ng.úÁÄÁÞÁ 4. íÏÖÅÔ ÌÉ Á) N ; Â) f 1n jn 2 Ng ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØÍÎÏÖÅÓÔ×Á?úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊÔÏÞËÏÊ?úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Á) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M? Â) ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÔÏÞËÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á M?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: 8" > 0 8n 9m > n jxm � aj < ".úÁÄÁÞÁ 7. Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (xn), ÅÓÌÉ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á fxn jn 2 Ng? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÎÅ£ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÁ 8. Á) ÷ÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÙÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ×ÙËÉÎÕÌÉ? ÷ÙËÉÎÕÌÉ ×Ó£?Â) ó �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �Ï×ÔÏÒÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÉÚ �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ�ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ×ÙËÉÄÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ËÁÖÄÙÊÒÁÚ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÞÔÏ-ÔÏ ×ÙËÉÄÙ×ÁÀÔ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÏÌÇÏ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 9. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, ÎÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ?Â) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÏ? ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏ? (äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ R n A. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: A, CA.)úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) É �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔ-ËÒÙÔÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕ-ÔÏ.úÁÄÁÞÁ 11. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.Â) åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 13. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅ�Õ-ÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×?Â) á ÏÔÒÅÚÏË × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×?×) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÑÍÕÀ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×?úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) Õ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ; Â) ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.úÁÄÁÞÁ 15. (ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ) ïÔÒÅÚÏË �ÏËÒÙÔ ÓÞ£ÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Á) ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×;Â) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ�ÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÕÀ ÏÔÒÅÚÏË.×) òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÞ£ÔÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 16. ïÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌ?



ìÉÓÔÏË �14Ä. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ× 74ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑM ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ.úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÏÍ�ÁËÔÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á; Â) ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍ�ÁËÔÏ× K1 � K2 � K3 � : : :ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ D � R. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ âÁÎÁÈ É íÁÚÕÒ ÉÇÒÁÀÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÇÒÕ. ïÎÉ �Ï ÏÞÅÒÅ-ÄÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ×ÎÕÔÒÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.åÓÌÉ × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á D, ÔÏ ×ÙÉÇÒÁÌ âÁÎÁÈ, ÉÎÁÞÅ íÁÚÕÒ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ, ÅÓÌÉ D Á) ËÏÎÅÞÎÏ;Â) ÓÞ£ÔÎÏ; ×) ÏÔËÒÙÔÏ; Ç) ÚÁÍËÎÕÔÏ?ìÉÓÔÏË �14Ä. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ× 01.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (an) | ÞÉÓÌÏ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ a1+ a2+ a3+: : : = 1Pn=1 an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ. þÉÓÌÏ sn = a1 + a2 + � � � + an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Ê ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊÒÑÄÁ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn!1 sn = A. �ÏÇÄÁ�ÉÛÕÔ 1Pn=1 an = A. åÓÌÉ �ÒÅÄÅÌ limn!1 sn ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ an > 0 �ÒÉ n 2 N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ fsn j n 2 Ng, �ÒÉÞ£Í × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 1Pn=1 an = supfsn j n 2Ng.úÁÄÁÞÁ 2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏ× ÓÈÏÄÑÔÓÑ? îÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÓÕÍÍÙ.Á) 1Pn=1(�1)n; Â) 1Pn=1 12n ; ×) (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ) 1Pn=1 1qn , q 2 R; q 6= 0; Ç) (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊÒÑÄ) 1Pn=1 1n ; Ä) 1Pn=1 n2n ; Å)* 1Pn=1 n22n ; Ö) 1Pn=1 1n(n+1) ; Ú) 1Pn=1 1n(n+2) ; É)* 1Pn=1 1n(n+1):::(n+k) .úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ limn!1an = 0. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?Â) (ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ ÉÚ n > m > N (ÇÄÅ n;m 2 N) ÓÌÅÄÕÅÔ jam+am+1+� � �+ anj < ".úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÒÉÞ£Í limn!1an = 0, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(sn) ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ?úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄÙ 1Pn=1 an É 1Pn=1 bn ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ 1Pn=1 anbn?úÁÄÁÞÁ 6. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ: Á) 1Pn=1 (�1)nn ; Â) 1Pn=1 1pn ; ×) 1Pn=1 1n2 ; Ç) 1Pn=1 sinnx?úÁÄÁÞÁ 7. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ 1Pn=1 ann , ÇÄÅ an = 1, ÅÓÌÉ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ n ÎÅÔ �ÉÆÒÙ 9, É an = 0ÉÎÁÞÅ?úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ an > 0 �ÒÉ n 2 N. äÏËÁÖÉÔÅ: ÅÓÌÉ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ 1Pn=1 a2n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉÏÂÒÁÔÎÏÅ?



75 ìÉÓÔÏË �14Ä. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÏ×úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ: Á) ÒÑÄ 1Pn=1 1n! ÓÈÏÄÉÔÓÑ; Â) 1Pn=1 1n! = e; ×) e � mPn=1 1n! < 1m!m ; Ç) ÞÉÓÌÏ eÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ an > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N É � : N ! N | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (�ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). �ÏÇÄÁ 1Pn=1 an = 1Pn=1 a�(n) (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÒÉÞ£Í ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ; ÅÓÌÉ ÒÑÄ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ É ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ).úÁÄÁÞÁ 11*. ðÕÓÔØ pn | n-Å �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, n 2 N. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!1� 11�1=p21 � : : : � 11�1=p2n� =1Pn=1 1n2 .Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÒÅÄÅÌ limn!1� 11�1=p1 � : : : � 11�1=pn�? ×) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ 1Pn=1 1pn ?úÁÄÁÞÁ 12*. Á) ðÕÓÔØ k | ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 1Pn=2 1nk . îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1Pk=2k. Â) (üÊÌÅÒ) ðÕÓÔØ A |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ nk, ÇÄÅ n; k | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 1. îÁÊÄÉÔÅÓÕÍÍÕ Pa2A 1a�1 .úÁÄÁÞÁ 13. Á) (ðÒÉÚÎÁË ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ) ðÕÓÔØ 1Pn=1 an, 1Pn=1 bn | ÒÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ-ÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ k, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > k, n 2 N ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïbn > an. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ 1Pn=1 bn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ; ÅÓÌÉ 1Pn=1 an ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ 1Pn=1 bn ÒÁÓÈÏÄÉÔ-ÓÑ.Â) (ðÒÉÚÎÁË Ä'áÌÁÍÂÅÒÁ) ðÕÓÔØ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ 1Pn=1 an �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn!1 an+1an = q.åÓÌÉ q < 1, ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ q > 1, ÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÒÑÄÁ, ÅÓÌÉ q = 1?×) (ðÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ) ðÕÓÔØ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ 1Pn=1 an ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn!1 npan = q. åÓÌÉq < 1, ÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ q > 1, ÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ,ÅÓÌÉ q = 1?Ç) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÉÚÎÁËëÏÛÉ, ÎÏ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÉÚÎÁË Ä'áÌÁÍÂÅÒÁ. âÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ?úÁÄÁÞÁ 14. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÒÑÄÙ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ:Á) 1Pn=1 1np ; Â) 1Pn=2 1n lnn ; ×) 1Pn=1 1�3�5�:::�(2n�1)2�4�6�:::�2n ; Ç) 1Pn=1 nkan ; Ä) 1Pn=1 ann! ; Å) 1Pn=1 1(2nn ) ; Ö) 1Pn=1(1� os xn).úÁÄÁÞÁ 15. Á) (�ÅÏÒÅÍÁ ìÅÊÂÎÉ�Á) ðÕÓÔØ an > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a1 > a2 > a3 > : : : ,limn!1an = 0. �ÏÇÄÁ ÚÎÁËÏÞÅÒÅÄÕÀÝÉÊÓÑ ÒÑÄ a1 � a2 + a3 � a4 + a5 � : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÅÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (an)?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. òÑÄ 1Pn=1 an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ 1Pn=1 janj.úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. �ÏÇÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÒÑÄ1Pn=1 bn, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÅÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, �ÒÉÞ£Í 1Pn=1 bn = 1Pn=1 an.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. òÑÄ 1Pn=1 an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÒÑÄ 1Pn=1 janj ÒÁÓ-ÈÏÄÉÔÓÑ.



ìÉÓÔÏË �15Ä. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ 76úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÎÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÅÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ (ÉÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ) ÞÌÅÎÏ×, ÒÁÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ.Â) (�ÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÁË× ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ÔÁË É × ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ 1Pn=1 an (ÎÅ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÈ), ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÔÁÎÅÔÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.Ç)*ðÕÓÔØ 1Pn=1 an | ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏË � ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ 1Pn=1 a�(n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïf 1Pn=1 a�(n) j � 2 Sg?úÁÄÁÞÁ 19. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÒÑÄÙ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ É ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ:Á) 1Pn=1 (�1)n+1np ; Â) 1Pn=1 (�1)n+1np+ 1n ; ×) 1Pn=1 (�1)[pn℄n ; Ç) 1Pn=1 sinn2; Ä)* 1Pn=1 sinnn .úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ s | ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 1Pn=1 (�1)n+1n . îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙÁ) 1 + 13 � 12 + 15 + 17 � 14 + 19 + 111 � 16 + : : : ; Â) 1� 12 � 14 + 13 � 16 � 18 + 15 � 110 � 112 + : : : .×) ðÅÒÅÓÔÁ×ØÔÅ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ 1Pn=1 (�1)n+1n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.úÁÄÁÞÁ 21. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an), an 6= 0 �ÒÉ n 2 N, ÞÔÏ ÒÑÄÙ 1Pn=1 an É1Pn=1 1n2an ÓÈÏÄÑÔÓÑ? íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 22*. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an), ÞÔÏ ÒÑÄ 1Pn=1 an ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÒÑÄ 1Pn=1 a3nÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ?úÁÄÁÞÁ 23*. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f : R ! R ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ P an ÒÑÄ P f(an)ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C 2 R, ÞÔÏ f(x) = Cx × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ.ìÉÓÔÏË �15Ä. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ 02.2005æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 0 Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÓÞÉÔÁÅÍÙÈ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ).ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑP (z) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z Ó ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 0.D (z0 ; �) | ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 2 C ÒÁÄÉÕÓÁ �, Ô. Å. fz 2 C : jz � z0j 6 �g.� � �úÁÄÁÞÁ 1. (ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ jP (z)j ! +1 �ÒÉ jzj ! +1.úÁÄÁÞÁ 2. (ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ËÒÕÇÅ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ jP (z)j ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ × ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ (ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ) É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ × Î£Í Ó×ÏÉÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ.



77 ìÉÓÔÏË �16Ä. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 2úÁÄÁÞÁ 3. (òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z0 2 C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ k 2 N,k; k+1; : : : ; n 2 C , ÞÔÏ k 6= 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z 2 C Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏP (z) = P (z0) + k(z � z0)k + k+1(z � z0)k+1 + � � �+ n(z � z0)n (�)ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ P (z) × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÅÊÌÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (z) × ÔÏÞËÅ z0.úÁÄÁÞÁ 4. (ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ) ðÕÓÔØ (�) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÊÌÏÒÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (z) × ÔÏÞËÅ z0 2 C .Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z 2 D (z0 ; �), z 6= z0, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jP (z)j < jP (z0) + k(z � z0)kj+ jk(z � z0)kj (��)Â) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z 2 D (z0 ; �), z 6= z0, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (��), É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, P (z0) 6= 0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ z1 2 D (z0 ; �), ÞÔÏ jP (z1)j < jP (z0)j.úÁÄÁÞÁ 5. (ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ)Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ jP (z)j ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏjP (z)j > � �ÒÉ ÌÀÂÏÍ z 2 C , �ÒÉÞ£Í ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ z0 2 C , ÞÔÏ jP (z0)j = �.Â) ðÕÓÔØ � ÔÁËÏÅ, ËÁË × �. Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � = 0.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ.úÁÄÁÞÁ 7. Á) òÁÚÌÏÖÉÔÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x4 + 3x2 + 2, x2 + 4, xn � 1.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) 2 R(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ jP (z)j × ËÒÕÇÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ.ìÉÓÔÏË �16Ä. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 2 03.2005éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÔÏÞ-ËÁÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ: ÞÉÓÌÕ z = a+ bi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a; b). ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É w ÒÁ×ÅÎ jz � wj2 = (z � w)(z � w).úÁÄÁÞÁ 1. (üÊÌÅÒ) óÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁ ÕÞÅÔ×ÅÒ£ÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, S | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, AB | Å£ ÄÉÁÍÅÔÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ×ÅÌÉÞÉÎÁ MA2 +MB2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ AB.úÁÄÁÞÁ 3. (�ÅÏÒÅÍÁ ìÅÊÂÎÉ�Á) ðÕÓÔØ F | �ÅÎÔÒ ÍÁÓÓ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ) ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉM ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:MA2 +MB2 +MC2 = AF 2 +BF 2 + CF 2 + 3MF 2.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ É ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ(Ô. Å. �×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ�).úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ os 2�5 É sin 4�5 É �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ �Ñ-ÔÉÕÇÏÌØÎÉË.òÅÛÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÌÅÚÎÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞÉ 24 ÌÉÓÔËÁ 22.



ìÉÓÔÏË �17Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ 78úÁÄÁÞÁ 6. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ 3 ÔÏÞËÉ A;B;C. �ÏÞËÁ A1 | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ C �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇÔÏÞËÉ A ÎÁ 90Æ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ; ÔÏÞËÁ B1 | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ C �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ BÎÁ 90Æ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ðÕÓÔØ K | ÓÅÒÅÄÉÎÁ A1B1, M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉëM É AB �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ. ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÉÈ ÄÌÉÎÙ?úÁÄÁÞÁ 7. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁA1A2A3 ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉB1; B2; B3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ B1B2 É A3B3 ÒÁ×ÎÙ �Ï ÄÌÉÎÅ É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ A1A2A3 ÉB1B2B3 |�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÒÉÞ£Í ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ× �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× A1B1; A2B2 É A3B3 |×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÏÓÔÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË z1, z2 É z3 | ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z1 � z3z2 � z3 .úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÉÈ �ÒÏÓÔÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 10. (ðÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ) ÷ ÌÀÂÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÇÏ ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÉ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ z21 + z22 + z23 = z1z2 + z1z3 + z2z3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔ×£ÒËÉ ÔÏÞÅË z1, z2, z3 É z4 | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ z1 � z3z2 � z3 : z1 � z4z2 � z4 .úÁÄÁÞÁ 12. Á) ðÕÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ z1, z2, z3, z4 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. Â) ðÕÓÔØ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ?úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (z1 � z2)(z4 � z3) + (z2 � z3)(z4 � z1) = (z2 � z4)(z3 � z1).Â) (ðÔÏÌÅÍÅÊ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ëÏÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?úÁÄÁÞÁ 14. Á) ðÕÓÔØ z1 É z2 | Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ jzj = 1. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ z1 Éz2. Â) (úÁÄÁÞÁ îØÀÔÏÎÁ) ÷ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊÉ �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 15*. ëÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÏÂÈÏÄÁ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ �ÒÏÄÏÌÖÉÌÉÎÁ Å£ ÄÌÉÎÕ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÏÎ�Ù �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÌÕÖÁÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË | ÔÏÖÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.úÁÄÁÞÁ 16*. (�ÅÏÒÅÍÁ íÏÒÌÉ) �ÒÉÓÅËÔÒÉÓÏÊ ÕÇÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÕÞ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ ÉÏÔÓÅËÁÀÝÉÊ ÏÔ ÕÇÌÁ ×ÔÒÏÅ ÍÅÎØÛÉÊ ÕÇÏÌ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÇÏÌ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓÙ. ÷ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ BC,Q | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÓÔÏÒÏÎÅ CA É P | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÔÒÉÓÅËÔÒÉÓ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë AB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË MPQ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.ìÉÓÔÏË �17Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ 03.2005óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ �ÉÆÒÙ (ÓÉÍ×ÏÌÙ 0, 1, . . . , 9).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ �n�n�1 : : : �1�0, ÇÄÅ �n 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀ ÞÉ-ÓÌÁ �n10n + �n�110n�1 + � � � + �110 + �0 (ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ �n; : : : ; �0 ÓÔÏÑÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ �ÉÆÒÙ, ÞÅÒÔÁÓ×ÅÒÈÕ ÎÅ �ÉÛÅÔÓÑ). äÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ N 2 N, ×ÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ���, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ �N .úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N 2 N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ t 2 N, ÞÔÏ 10t�1 6 N < 10t.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ.úÁÄÁÞÁ 2*. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �× ÓÔÏÌÂÉË�.



79 ìÉÓÔÏË �17Ä. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ A;�1�2�3 : : : , ÇÄÅ A | ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ. åÓÌÉ ×ÜÔÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ �ÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ k ×ÓÅ �ÉÆÒÙ �k+1, �k+2, . . . ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÊ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ A;�1 : : : �k = A+�1 : : : �k=10k. äÒÏÂÉ A;�1�2�3 : : : ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ Å£ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �Ï ÎÅÄÏÓÔÁÔËÕ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ supfA;�1 : : : �k j k 2 Ng.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ É ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅ-ÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. äÒÏÂØ A;�1�2�3 : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁn Å£ �ÉÆÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A;�1 : : : �n�1�1 : : : �m�1 : : : �m : : : .ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A;�1 : : : �n�1(�1 : : : �m). åÓÌÉ n | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ �1 : : : �n�1 ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄÏÍ ÎÁÛÅÊ ÄÒÏÂÉ (ÄÌÉÎÙ n � 1), Á �1 : : : �m | �ÅÒÉÏÄÏÍ (ÄÌÉÎÙ m). åÓÌÉ �ÏÓÌÅÜÔÏÇÏ ×ÙÂÒÁÔØ É m ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÉÏÄ.úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0; (9) = 1; 0; (3) = 1=3; 0; 1(6) = 1=6.Â) îÁÊÄÉÔÅ 99-À �ÉÆÒÕ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ 5=7.úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÉ 0; (�1 : : : �m) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ �1 : : : �m=(10m � 1).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÉA;�1 : : : �k�1(�1 : : : �m) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, É ÏÂßÑÓÎÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Å£ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ (ÄÅÌÅÎÉÅ �× ÓÔÏÌÂÉË�).úÁÄÁÞÁ 7. Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒÉÏÄÙ 1=7 É 1=17. Â) äÌÑ k = 6 É k = 16 ÕËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ k-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏN 2 N, ÞÔÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÅÌ N , 2N , . . . , kN ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ �ÉÆÒ.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄÁ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ ÄÒÏÂÉ k=n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.úÁÄÁÞÁ 9. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �ÅÒÉÏÄ ÄÒÏÂÉ 1=n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ �ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ� É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ t. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ t | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 10t � 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÄÒÏÂØ 1=n Á) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ? Â) ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏ-ÄÁ?úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 0;123456789101112 : : : ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ (k; n) = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ �ÅÒÉÏÄÙ Õ k=n É 1=n ÏÄÉÎÁËÏ×Ù �ÏÄÌÉÎÅ.úÁÄÁÞÁ 13. äÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ Õ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÒÁ×ÎÁ 6, Á Õ ÄÒÕ-ÇÏÊ | ÒÁ×ÎÁ 12. ëÁËÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ Õ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ?úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ (m;n) = 1 É ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÏ× Õ ÄÒÏÂÅÊ 1=n É 1=m ÒÁ×ÎÙ k É l.îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ Õ ÄÒÏÂÉ 1=mn.úÁÄÁÞÁ 15*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÌÉÎÁ �ÅÒÉÏÄÁ ÄÒÏÂÉ 1=n ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ n� 1, ÅÓÌÉ n | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ä×Å ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÌÉÚÎÅ�ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ A; (9) ÉA0; (0), ÇÄÅ A0 = A+ 1, ÉÌÉ A;�1 : : : �k�1�k(9) É A;�1 : : : �k�1�0k(0), ÇÄÅ �0k = �k + 1.úÁÄÁÞÁ 16. ëÁËÉÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÌÉÚÎÅ�ÁÍÉ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÌÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÌÉÚÎÅ�ÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, ÌÉÂÏ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÄÒÏÂÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÂÌÉÚÎÅ�ÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 18. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÁË �Ï ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÚÁ�ÉÓÑÍ Ä×ÕÈ ÄÒÏÂÅÊ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÁÑ ÂÏÌØÛÅ.úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ xn = a1=1 + a2=2 + � � � + an=n, ÇÄÅ an = 1, ÅÓÌÉ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n ÎÅÔ�ÉÆÒÙ 9, É an = 0 ÉÎÁÞÅ. éÍÅÅÔ ÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌ?úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄÅ×ÑÔÉÞÉÓÅÌ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ �ÉÆÒÙ 0 É 7.



ìÉÓÔÏË �18Ä. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ 80úÁÄÁÞÁ 21*. ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ×ÌÏÖÅÎ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. åÓÌÉ ÏÎÁ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË, ÅÓÌÉ Ë ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ | ÔÏ ×ÔÏÒÏÊ, Á ÅÓÌÉÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ | ÎÉÞØÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Õ ËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÉÇÒÏËÏ× ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ?ìÉÓÔÏË �18Ä. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ 03.2005úÁÄÁÞÁ 1. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÓÉÄÉÔ �Ï ÚÁÊ�Õ (×ÓÅ ÚÁÊ�Ù ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ÉÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ).Á) ïÈÏÔÎÉË ÓÔÒÅÌÑÅÔ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ó ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ Ë ÌÉÎÉÑÍ ÄÏÓËÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ �Ï�ÁÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÇÏ ÚÁÊ�Á.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌÅÎ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÁÊ�Å× ÍÏÖÎÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÈÏÔÎÉË �ÒÏÍÁÈÎÅÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 2. ëÏÎØ �ÒÙÇÁÅÔ ÓËÁÞËÁÍÉ (p2;p3) �Ï �ÏÌÀ, ÇÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏ-ÇÎÅÚÄÏ×ÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÓÅÑÎÁËÕËÕÒÕÚÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÛÉÂÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÏÓÔÏË (ËÏÎØ ÓÛÉÂÁÅÔ ÒÏÓÔÏË ÔÏÌØËÏ× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ �ÒÉÚÅÍÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ; × �ÒÙÖËÁÈ ËÏÎØ ÒÏÓÔËÉ ÎÅ ÚÁÄÅ×ÁÅÔ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Á �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ p=q ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � (ÇÄÅ p; q 2Z; q > 0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ qj�� pq j:éÚ Ä×ÕÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÌÕÞÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÁÞÅÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 3. ëÁËÏÅ ÉÚ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ p2 ÌÕÞÛÅ: 3=2; 7=5 ÉÌÉ 1;41?úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q 2 N ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ p=q 2 Q ÞÉÓÌÁ � Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Á, ÍÅÎØÛÉÍ 1=2.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N , k É ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ p=q 2 Q , ÞÔÏ q 6 Nk É qj�� pq j < 1N .úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � =2 Q É ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ p=q 2 Q Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ËÁÞÅÓÔ×Á, ÍÅÎØÛÉÍ 1=N .úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ � ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p=q, ÞÔÏ j�� pq j < 1q2 :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. þÉÓÌÏ � 2 R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ t-ÎÅ�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ  2 R, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ m 2 Z, n 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:� = mn ÉÌÉ j�� mn j > nt :úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 1-ÎÅ�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÙ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ e = +1Xi=0 1i! ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ � =2 Q | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ n 2 N Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p=q, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÒÎÅÍ A(x), Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jqnA(p=q)j > 1.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÎÅ�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÙÍ.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ +1Xi=1 12i! ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ , Ô. Å. Ë ÔÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ,ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.



81 ìÉÓÔÏË �19Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏúÁÄÁÞÁ 12*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ(2 + ")-ÎÅ�ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÙÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0 (Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Æ > 0 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØÓÞ£ÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎØÛÅ Æ).úÁÄÁÞÁ 13**. Á) (�ÅÏÒÅÍÁ çÕÒ×É�Á{âÏÒÅÌÑ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ p=q 2 Q , ÞÔÏ j�� pq j < 1q2p5 .Â) þÉÓÌÏ p5 × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÕÎËÔÁ Á) ÎÅÌØÚÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ: ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ÉÍÅÀÝÉÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÉÚÍÅÎÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.ìÉÓÔÏË �19Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 04.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï MÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " (ÔÏÅÓÔØ �ÏËÒÙÔØ ÔÁËÏÊ ÓÞ£ÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÔÉÈÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ").úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÏÎÅÞÎÏÅ Â) ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒÙ ÎÏÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕÎÏÌØ.úÁÄÁÞÁ 3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÏÌØ� �Ï ÓÕÔÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×?úÁÄÁÞÁ 4. òÁÓËÒÁÓÉÍ �ÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ �×ÅÔ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ (�ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM , × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ �×ÅÔ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ �×ÅÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ.íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÔØ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ?úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÏÚØÍ£Í ÏÔÒÅÚÏË K0 = [0; 1℄. òÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌI11 = (13 ; 23 ) ×ÙËÉÎÅÍ. ðÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K1. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÄÅÌÉÍÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ É ×ÙËÉÎÅÍ ÓÒÅÄÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I21 = (19 ; 29), I22 = (79 ; 89 ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K2.é ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 2n�1 ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Kn�1, ÎÁ ÔÒÉÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ×ÙËÉÄÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ In1 ; In2 ; : : : ; In2n�1 . �ÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏKn, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 2n ÏÔÒÅÚËÏ×. õÓÔÒÅÍÉÍ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ × �ÒÅÄÅÌÅ,ÔÏ ÅÓÔØ T1n=1Kn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÔÏÒÏ×ÙÍ (×ÓÀÄÕ ÄÁÌØÛÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ K).Á) ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï? óÞ£ÔÎÏ?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ.×) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ? úÁÍËÎÕÔÙÍ?úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 14 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.Â) âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ?úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fa+ b j a; b 2 Kg ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÎÔÏÒÏ×ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 2℄.Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ fa� b j a; b 2 Kg?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×ÏM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ÎÁÊÄ£ÔÓÑÉÎÔÅÒ×ÁÌ U � I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U \M = ?.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔ-ÎÏ.úÁÄÁÞÁ 9. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: Á) f 1n jn 2 Ng; Â) Q ; ×) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 0 É 1; Ç) ËÁÎÔÏ-ÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï?úÁÄÁÞÁ 10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : K ! [0; 1℄, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄?



ìÉÓÔÏË �19Ä. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 82ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ�ÅÒ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ,ÔÏ ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.úÁÄÁÞÁ 11. Á) (�ÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.Â) ëÁËÕÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 12. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄: q1; q2; q3; : : : ÷ÏÚØÍ£Í ÎÅËÏÔÏÒÏÅ " >0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X" = 1Sn=1U "2n (qn), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÉÄÁ (qn� "2n ; qn+"2n ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [0; 1℄ nX" ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ X 12 � [0; 1℄ ? ×) õÓÔÒÅÍÉÍ "Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ X", ÉÌÉ X = T">0X". ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ X = Q \ [0; 1℄ ? úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ?úÁÄÁÞÁ 13. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ âÁÎÁÈ É íÁÚÕÒ Ï�ÑÔØ ÉÇÒÁÀÔ × Ó×ÏÀ ÉÇÒÕ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 18 ÌÉÓÔËÁ 12Ä). õËÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ D | ÜÔÏ Á) ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï;Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ; ×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÏÌØ; Ç) X"; Ä) X (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 12)?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. úÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: M .úÁÄÁÞÁ 14. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏÓ×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = A. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ A.úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÏÌØ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A, ÅÓÌÉ A � M . åÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ M = R), ÔÏ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÏ ÎÅÇÏ �ÒÏÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÏÎÏ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 16. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍÉ:Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, × ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÄÅ×ÑÔËÁ; Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ; ×) [0; 1℄ nX × ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ (ÓÍ.ÚÁÄÁÞÕ 12)?úÁÄÁÞÁ 17. Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ?Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ?×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 18. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÍ, ÔÏ ÏÎÏ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. Â) þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ?úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ � | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D� ×ÓÅÈ ÄÒÏÂÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊfn�g ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÌÙÈ n. ðÕÓÔØ � ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D� ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄.×) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ D�, ÅÓÌÉ � ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ?úÁÄÁÞÁ 20. òÁÚÄÅÌÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 1 ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ m ÄÕÇ É ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1ÄÏ m. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a É ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ n� ÒÁÄÉÁÎ(ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ), ÇÄÅ ÕÇÏÌ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÕÇÅÄÌÉÎÙ a. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ m: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ n� �Ï�ÁÌÁ×ÎÕÔÒØ ÄÕÇÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k, ÔÏ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÎÁ n-Í ÍÅÓÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ k 2).2)�ÏÞËÁ n� ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÄÕÇÁÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù,ÔÁË ËÁË a ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ,�ÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ n� ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÕÇ ÕÖÅ ÎÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ.



83 ìÉÓÔÏË �20Ä. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 3Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ m ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏÒÁÚ.Â) ðÕÓÔØ ÇÄÅ-ÔÏ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ×ÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË a1 : : : ak ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏm. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ l, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ l �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÞÉÓÅÌÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÎÁÊÄÕÔÓÑ k �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ a1 : : : ak (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÞÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ).×) âÕÄÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ?úÁÄÁÞÁ 21. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó �ÉÆÒÙ 7 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lg 7 6 fn lg 2g <lg 8.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÉÆÒ a1 : : : ak, ÇÄÅ a1 6= 0, ÎÁÊÄ£ÔÓÑÎÁÔÕÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÉÆÒ.úÁÄÁÞÁ 22. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, n-Ê ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÞÉÓÌÁ 2n.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÞÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 20). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ? Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÓÌÏ×� ÄÌÉÎÙ 13 (ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ 13 �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ�ÉÆÒ) × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 23. Á) ÷ÏÚØÍ£Í ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ É ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á K, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ �ÑÔØ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ (Á ÎÅ ÎÁ ÔÒÉ) É ×ÙËÉÄÙ×ÁÔØ ×ÔÏÒÕÀ É ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ.éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. á ÅÓÌÉ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ×ÏÓÅÍØ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ×ÙËÉÄÙ-×ÁÔØ ×ÔÏÒÕÀ, ÔÒÅÔØÀ É ÛÅÓÔÕÀ? Â) ï�ÑÔØ ×ÏÚØÍ£Í ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ É ÂÕÄÅÍ Ó ÎÉÍ �ÏÓÔÕ�ÁÔØ ÔÁË ÖÅ,ËÁË �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ÂÕÄÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÏÔÒÅÚËÁ×ÙÒÅÚÁÔØ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÌÉÎÙ 1n ÏÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ (Á ÎÅ 13 ). éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 24. (é. í. çÅÌØÆÁÎÄ) Á) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ËÁÖÄÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×Ù�ÕÓÔÉ-ÌÉ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ. ðÕÓÔØM | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏM | ÚÁÍËÎÕÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ (ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈÔÏÞÅË).Â) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ × M ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞ-ËÁ.ìÉÓÔÏË �20Ä. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 3 09.2005óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÓÌÏ×Á �ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (�)� ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ f Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1+x+ x22! + � � �+ xnn! ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚR?úÁÄÁÞÁ 2. Á) ëÁËÏ×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, 3 ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×-ÎÙ 1? Â) õ ËÁËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 �ÌÏÝÁÄØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ?úÁÄÁÞÁ 3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x(x2�1)(x2�1000) = � �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � 2 R ÉÍÅÔØ 5 �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ?úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R, ÔÏÞËÁ A �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÆÕÎË-�ÉÉ f , É M | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AM ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÔÒÅÚÏË AM �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ f × ÔÏÞËÅ M .úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ k 2 R, ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (�) É jf 0(x)j 6 k �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 (a; b).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ x; y 2 (a; b) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jf(x)� f(y)j 6 kjx� yj.úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ n 2 N, n ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ f 4png >14n�3=4.úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1 + 2x+ 3x2 + � � �+ nxn�1; Â) C1n + 2C2nx+ � � �+ nCnnxn�1.



ìÉÓÔÏË �20Ä. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. þÁÓÔØ 3 84úÁÄÁÞÁ 8. Á) �ÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x(t); y(t)) Ä×ÉÖÅÔÓÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ xOy ÔÁË, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ y0(t) = 1=x(t), x0(t) = �1=y(t). ÷ ÎÅËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÏÞËÁ ÉÍÅ-ÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (12; 3). íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÁ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (6; 5)?îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ. Â) �Å ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕy0(t) = �x(t), x0(t) = y(t).úÁÄÁÞÁ 9. Á) îÁ�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (p; q), ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£È-ÞÌÅÎ x2 + px+ q ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ pOq.Â) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f�3;�2;�1;�1=2; 0; 1=2; 1; 2; 3g ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ pOqÇÒÁÆÉË �ÒÑÍÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2+ px+ q = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ (É ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅ�ÒÑÍÙÅ ×ÉÄÁ x2 + px+ q = 0 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ pOq) ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÒÉ×ÁÑ?×) õËÁÖÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (p; q), ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ x2+px+q ÉÍÅÅÔÄ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.Ç) õËÁÖÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ pOq ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (p; q), ÞÔÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ x2 + px + q ÉÍÅÅÔ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [�1; 1℄ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f�2;�1;�1=2;�1=3; 0; 1=3; 1=2; 1; 2g ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ pOq ÇÒÁÆÉË �ÒÑÍÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x3+px+ q = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÒÑÍÙÅ×ÉÄÁ x3 + px+ q = 0 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ pOq ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÒÉ×ÁÑ?Â) úÁÄÁÊÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (p; q), ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 + px + q ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊËÏÒÅÎØ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË (p; q), ÞÔÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ x3 + px + q ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 2, ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 3, ÎÅ ÉÍÅÅÔÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.×) óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 � 10x+ 12?Ç) éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3 + px+ q = 0 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�1; 1℄.úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f 0 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ(a; b)?Â) ðÕÓÔØ Õ f 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á × ÔÏÞËÅ x0 2 (a; b). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ?×) (�ÅÏÒÅÍÁ äÁÒÂÕ) ðÕÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [; d℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f 0�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ [; d℄ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ f 0() É f 0(d).úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (�) ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, �ÒÉÞ£Í f(0) = 0, f(1) = 1.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ s; t 2 [0; 1℄, ÞÔÏ f 0(s) � f 0(t) = 1.úÁÄÁÞÁ 13. (�ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ) Á) ðÅÔÑ ÉÄ£Ô �Ï �ÌÏÓËÏÍÕ �ÏÌÀ ÉÚ �ÕÎËÔÁ A × �ÕÎËÔ B. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÎÁ ÅÇÏ �ÕÔÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ AB (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÉ f É g ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (�), ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ t 2 (a; b), ÞÔÏ f 0(t)(g(b)�g(a)) =g0(t)(f(b)� f(a))).Â) ðÕÓÔØ ÅÝ£ g0(x) 6= 0 ÎÁ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ t 2 (a; b), ÞÔÏ f 0(t)g0(t) = f(b)�f(a)g(b)�g(a) .×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Â), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ f É g ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (�) É g(a) 6= g(b)?úÁÄÁÞÁ 14. ðÅÔÑ ÉÄ£Ô �Ï ÈÏÌÍÉÓÔÏÊ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÉÚ �ÕÎËÔÁ A × �ÕÎËÔ B, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÑÓØ.÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÎÁ ÅÇÏ �ÕÔÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ËÏÔÏÒÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ AB?úÁÄÁÞÁ 15*. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f : R ! R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f 0(x) = f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈx 2 R.úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a 2 R ÌÉÂÏ f(a) = 0,ÌÉÂÏ f 0(a) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f n ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a 2 R ÏÄÎÁ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ f , f 0, f 00, . . . , f (n) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÔÏÞËÅ a. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n� 1.úÁÄÁÞÁ 18*. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f (n) ÅÅ n-ÔÕÀ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a 2 R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n 2 N, ÞÔÏ f (n)(a) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.



85 ìÉÓÔÏË �21Ä. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ× (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)úÁÄÁÞÁ 19. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÑÔØÄÅÓÑÔ ÓÅÄØÍÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÎÕÌÅ Õ ÆÕÎË�ÉÉ arsin(x13 + x22).úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x1024 + a1x512 + a2x256 + � � �+ a9x+ a10, ÇÄÅ a1; : : : ; a10 2 R,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 11 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.úÁÄÁÞÁ 21. ðÕÓÔØ P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n > 1, ÉÍÅÀÝÉÊ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ x1; : : : ; xn. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1P 0(x1) + 1P 0(x2) + � � � + 1P 0(xn) = 0.úÁÄÁÞÁ 22. æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f 0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ?úÁÄÁÞÁ 23*. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : R ! R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Õ f 0(x+y2 ) = f(y)�f(x)y�x , ÇÄÅ x; y 2 R, x 6= y. Â) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ 24*. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xy = yx. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÚÕÞÉÔÅ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) =x1=x.)úÁÄÁÞÁ 25*. (ðÒÁ×ÉÌÏ ìÏ�ÉÔÁÌÑ) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), �ÒÉ-Þ£Í g0 ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ (a; b) É Á) limx!b f(x) = limx!b g(x) = 0; Â) limx!b f(x) = limx!b g(x) = +1.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limx!b f 0(x)g0(x) = k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ limx!b f(x)g(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÒÁ×ÅÎ k.úÁÄÁÞÁ 26*. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏ ìÏ�ÉÔÁÌÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÉ b É/ÉÌÉ C ÎÁ �1?úÁÄÁÞÁ 27*. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ: Á) limx!0 tg x�xx�sinx ; Â) limx!+1 lnx=x� �ÒÉ � > 0; ×) limx!+0xx.úÁÄÁÞÁ 28*. ðÕÓÔØ f : R ! R | Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; a℄, f(0) =f(a) = 0 É f 00 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; a℄. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ a = � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ � 2 (0; a), ÞÔÏ f 00(�) + f(�) = 0�. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ�ÕÎËÔÁ ÄÌÑ a = 3?úÁÄÁÞÁ 29*. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, ÎÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ?ìÉÓÔÏË �21Ä. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ× (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) 09.2005úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ r É s | ×ÙÞÅÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ f(r) É f(s) | ÔÁËÖÅ ×ÙÞÅÔÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏÖÅ ËÌÁÓÓÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÚÁÄÁ£Ô ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Zm× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Zm (ËÌÁÓÓÕ ×ÙÞÅÔÏ× [a℄ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× [f(a)℄).úÁÄÁÞÁ 2. Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f 2 Z[x℄ ÚÁÄÁÔØ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f : Zm! Zm?Â) ðÕÓÔØ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f; g 2 Z[x℄ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Zm × Zm. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f � g ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ m?úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, p| �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É�ÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ËÏÒÎÅÊ × Zp. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙf(x) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ Á), ÅÓÌÉ p | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ?úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ f(x) = xp � x, g(x) = x(x� 1) : : : (x� p+ 1), ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)� g(x) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ k ÏÔ 1 ÄÏ p� 1 ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ �Ï k ÛÔÕËÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; : : : ; p� 1g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.×) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÏ× ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÌØÓÏÎÁ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ p > 2 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óËÏÌØËÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; p� 1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀx p�12 � 1 � 0 (mod p), Á ÓËÏÌØËÏ | ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ x p�12 + 1 � 0 (mod p)?



ìÉÓÔÏË �22Ä. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 86úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4k+1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏx2 � �1 (mod p).úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ p É x | ÔÁËÉÅ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a; b 2 Z ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (a+ xb)(a� xb) � a2 + b2 (mod p).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ m+ xn, ÇÄÅ m;n 2 Z, 0 6 m;n 6 [pp℄, ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á Ó ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ a + bx, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p, ÇÄÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÎÅ ÒÁ×ÎÙÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÂÁ ÍÅÎØÛÅ pp.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4k + 3.Á) îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏ x2 � �1 (mod p)?Â) ðÕÓÔØ a; b 2 Z É a2 + b2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ, ÓÁÍÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ËÁË �Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ ÕÚÎÁÔØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÌÉ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.÷ Zp ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÀÔ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zpï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÒÑÄËÏÍ ËÌÁÓÓÁ [a℄ 2 Zp ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ [a℄d = [1℄. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: dp(a) (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ d(a)).úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(a) 6 p� 1.úÁÄÁÞÁ 12. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÒÑÄÏË ËÌÁÓÓÁ [2℄ × Z7, Z11, Z13.úÁÄÁÞÁ 13. Á) ðÕÓÔØ [a℄m = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(a).Â) ðÕÓÔØ d(a) = kl. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d([ak℄) = l.úÁÄÁÞÁ 14. Á) ðÕÓÔØ d(a) = m, d(b) = n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(ab) ÄÅÌÉÔ îïë(m;n).Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ Á) d(ab) ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÞÉÓÅÌ m É n?×) ðÕÓÔØ × �ÕÎËÔÅ Á) (m;n) = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ d(ab) = mn.úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ d(a) = m, d(b) = n. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÊ [℄, ÞÔÏ d(Ó) = îïë(m;n)?úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ d | ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ [a℄ 2 Zp×Ù�ÏÌÎÅÎÏ [a℄d = [1℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) d = p� 1; Â) d = îïë(d(1); : : : ;d(p� 1));×) × Zp ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ [a℄, ÞÔÏ d(a) = p� 1 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Zp = f[0℄; [a℄; [a℄2 ; : : : ; [a℄p�1g).úÁÄÁÞÁ 17. îÁÊÄÉÔÅ × Z17 ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ [a℄, ÞÔÏ d(a) = 16.ìÉÓÔÏË �22Ä. áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 10.2005áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ l ��0 PP 0òÉÓ. 2.10.
ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ � É �0, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.ðÕÓÔØ l | �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÎÉ �, ÎÉ �0. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ� ÎÁ �0 ×ÄÏÌØ l ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P 2� ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ P 0 2 �0, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ PP 0 �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ �ÒÑÍÏÊ l (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.10).ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ �0, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ.áÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � ÎÁ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ.



87 ìÉÓÔÏË �23Ä. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÕÒ�×ÅÊÌÑ{èÅÎÓÔÏËÁúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ:Á) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ; Â) ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ; ×) �Ï×ÏÒÏÔ; Ç) ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 2. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ: Á) (x; y) 7! (ax; y), ÇÄÅ a 6= 0; Â) ÇÏÍÏÔÅ-ÔÉÑ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ×) ÌÀÂÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ; Ç) (x; y) 7! (x+ by; y), ÇÄÅb | ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ; Ä) (x; y) 7! (ax+ by + �; x+ dy + �), ÇÄÅ ad� b 6= 0.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Á) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÒÑÍÙÅ × �ÒÑÍÙÅ; Â) �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÔ ÏÔÒÅÚËÉ × ÏÔÒÅÚËÉ; ×) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ × �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ; Ç) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ; Ä) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ×�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ; Å) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ ABC É A0B0C 0 | Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A0B0C 0 ÓÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ ×ÅÒÛÉÎ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊúÁÄÁÞÁ 5. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÍÅÄÉÁÎÙ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.úÁÄÁÞÁ 6. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÒÁ�Å�ÉÉ�: × ÌÀÂÏÊ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏ-ËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 7. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ l É l0.Á) ïÔÒÅÚÏË AB �ÒÑÍÏÊ l ÒÁÚÄÅÌÉÔÅ �Ï�ÏÌÁÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ.Â) þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ M �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ �ÒÑ-ÍÙÍ l É l0.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØM , N É P | ÔÏÞËÉ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC É CA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCÉ ÄÅÌÑÝÉÅ ÜÔÉ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ �ÔÏ ÅÓÔØ AMMB = BNNC = CPPA�. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ MNP ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC;Â) ÔÏÞËÁ �ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÑÍÙÍÉ AN , BP É CM , ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ Õ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÄÅÌÉÔ �Ï�ÏÌÁÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÌÉÎÅÊËÉ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ É ËÁÒÁÎÄÁÛÁÎÅÌØÚÑ Ï�ÕÓÔÉÔØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ.úÁÄÁÞÁ 11. ÷Ù�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË P ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÅÎ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÕ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁÈÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ P | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ?úÁÄÁÞÁ 12. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC É CA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ K, L ÉM ÔÁË, ÞÔÏ AK : KB = BL : LC = CM : MA = 1 : p3. ðÒÑÍÙÅ AL, BM É CK �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ× ÔÏÞËÁÈ A0, B0 É C 0, ÏÂÒÁÚÕÑ ÎÏ×ÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÔÏÞËÉ K 0, L0, M 0 É �ÏÌÕÞÁÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË A00B00C 00, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.ìÉÓÔÏË �23Ä. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÕÒ�×ÅÊÌÑ{èÅÎÓÔÏËÁ 10.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ T ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× �i = [xi�1; xi℄, i =1; : : : ; n, a = x0 < x1 < : : : < xn = b.



ìÉÓÔÏË �23Ä. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÕÒ�×ÅÊÌÑ{èÅÎÓÔÏËÁ 88ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ T = f�igni=1 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄. �ÏÇÄÁ T = f(�i; �i)gni=1, ÇÄÅ �i 2 �i,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÕÍÍÁPT f�x = nPi=1 f(�i)j�ij = nPi=1 f(�i)(xi�xi�1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ T ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. æÕÎË�ÉÑ Æ(x), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÅ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ïÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T = f(�i; �i)gni=1 ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÍÁÓÛÔÁÂÏÍ Æ(x), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: �i � UÆ(�i)(�i) .úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ Æ(x) = Æ > 0 ÎÁ ×Ó£Í ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. ëÁËÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÜÔÉÍ ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ?úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÓÛÔÁÂÁ Æ(x) ÎÁ [a; b℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó Æ(x).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ �Ï òÉÍÁÎÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É I Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌ,ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T = f(�i; �i)gni=1 ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ Æ(x) = Æ,×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: ����PT f�x� I���� = ���� nPi=1 f(�i)j�ij � I���� < ".úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = a ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ É ÎÁÊÄÉÔÅ Å£ÉÎÔÅÇÒÁÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÉI Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂÆ(x) > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ T = f(�i; �i)gni=1 ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÍÁÓÛÔÁÂÏÍ Æ(x), ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: ����PT f�x� I���� < ".úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = a ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄É ÎÁÊÄÉÔÅ Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ.úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉ-ÍÁÎÕ.×)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÓÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉ-ÍÁÎÕ.úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ É ÓÁÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ?×) á ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ?Ç) á ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ?úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÌÀÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ (ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ É bRa f(x) dx = bRa f(x) dx.úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É g(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ �Ï òÉÍÁÎÕ (ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ



89 ìÉÓÔÏË �23Ä. éÎÔÅÇÒÁÌ ëÕÒ�×ÅÊÌÑ{èÅÎÓÔÏËÁ[a; b℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x)+ g(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ É bRa f(x)+g(x) dx = bRa f(x) dx+ bRa g(x) dx.úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É g(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ �Ï òÉÍÁÎÕ (ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[a; b℄ É f(x) 6 g(x) ÎÁ [a; b℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ bRa f(x) dx 6 bRa g(x) dx.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÚÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ: ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ �ÏëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂÆ(x) > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ T1 É T2, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ Æ(x),×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: �����PT1 f�x�PT2 f�x����� < ".ëÒÉÔÅÒÉÅÍ ëÏÛÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 13. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ �Ï òÉÍÁÎÕ (ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ), ÔÏÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �ÏÄÏÔÒÅÚËÅ [; d℄ � [a; b℄ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ.úÁÄÁÞÁ 14. ðÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÁËÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2℄, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË � ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ,ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÜÔÉÍ ÍÁÓÛÔÁÂÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ 1, ÔÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÒÁ×ÎÁ 1.úÁÄÁÞÁ 15. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [a; b℄ É [b; ℄ �Ï òÉÍÁÎÕ (ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ),ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; ℄ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ É ÓRa f(x) dx = bRa f(x) dx+ Rb f(x) dx.úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄. ðÏÌÏÖÉÍ F (x) = xRa f(t) dt ÎÁ [a; b℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(x)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ F (x).úÁÄÁÞÁ 17. (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É F (x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ [a; b℄, F 0(x) =f(x) ×ÓÀÄÕ ÎÁ [a; b℄, ÔÏ f(x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ �Ï òÉÍÁÎÕ, É bRa f(x) dx = F (b)� F (a).úÁÄÁÞÁ 18*. (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á) åÓÌÉ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ [a; b℄, F ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄ ÉF 0(x) = f(x) ×ÓÀÄÕ ÎÁ [a; b℄, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ÔÏ f ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ, É bRa f(x) dx = F (b)� F (a).æÏÒÍÕÌÏÊ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉ�Á ÍÏÖÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = 1px ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 1℄ É ÎÁÊÄÉÔÅ Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌ.Â) éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �Ï òÉÍÁÎÕ?úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.úÁÄÁÞÁ 21. Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕÂ) éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ �Ï òÉÍÁÎÕ?úÁÄÁÞÁ 22. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÕÅÍÏÓÔØ �Ï òÉÍÁÎÕ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 24. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÎÁ ÓÞ£ÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å? á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ?úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3 ÉÚÌÉÓÔÏÞËÁ �30.úÁÄÁÞÁ 26. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x sin( 1x2 ) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 1x os( 1x2 ) ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï òÉÍÁÎÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄.



ìÉÓÔÏË �24Ä. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ 90×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ 2x sin( 1x2 )� 2 1x os( 1x2 ) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÎÁ [0; 1℄.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ limt!0 1Rt �� 1x os( 1x2 )�� dx.Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × 18-Ê ÚÁÄÁÞÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ �Ï ëÕÒ�×ÅÊÌÀ-èÅÎÓÔÏËÕ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ �Ï òÉÍÁÎÕ.ìÉÓÔÏË �24Ä. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ11.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÁËÓÉÏÍÙ í4 (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 17), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ËÏÌØ�ÏÍ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, Z (Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�É-ÑÍÉ) | ËÏÌØ�Ï. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÌØ�Ï ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÏÌÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ K | ËÏÌØ�Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K [x℄ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÉÚ K ), ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. üÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ (�Ï ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÀ); ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ É ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á K [x℄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ × K [x℄ (ÉÌÉÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ ÎÁÄ K ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ (Á × �ÕÎËÔÁÈ Á) É Â) ÅÝ£ É ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌÅ�: Á) Q ;Â) Z; ×) R[x℄; Ç) Z[x℄.úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × K [x℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B ÉÚ K [x℄ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÏÊ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ A É B.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: îïä(A;B). îïä Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A É B ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ îïä(A;B) ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ îïä(A;B) | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÊÄÅÌÉÔ É A, É B.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ A(x) É B(x) ÉÚ K [x℄ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ (ÔÏ ÅÓÔØ,îïä(A;B) = 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U(x) É V (x) ÉÚ K [x℄, ÞÔÏAU +BV = 1.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÉÚ K [x℄ ÄÅÌÉÔ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A(x) É B(x) ÉÚ K [x℄ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ K [x℄ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÚ K ) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ KÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ P (x) ÉÚ Z[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ P (x + a) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ a 2 Z?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Z[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙ.úÁÄÁÞÁ 9. (ðÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ) åÓÌÉ ÄÌÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) 2 Z[x℄ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, �ÒÉÞ£Í Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p2, ÔÏ P (x)ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z.



91 ìÉÓÔÏË �24Ä. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØúÁÄÁÞÁ 10. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÌÉ ÎÁÄ Z ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) 3x + 6; Â) x4 � 8x3 + 12x2 � 6x + 2; ×) x5 �12x3 + 36x� 12?úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ p1; : : : ; pk | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Z: Á) xn � p1;Â) xn � p1 : : : pk.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn�1 + xn�2 + � � � + x + 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ n |�ÒÏÓÔÏÅ ÉÌÉ 1.úÁÄÁÞÁ 13. (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ) ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.úÁÄÁÞÁ 14. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (x) 2 Z[x℄ �ÒÉÍÉÔÉ×ÅÎ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q , ÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÎÁÄ Z.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (x) 2 Z[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z, ÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÎÁÄ Q .úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Z[x℄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Z ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ×.úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ � 2 R | ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) 2 Z[x℄. ðÕÓÔØ Q(x) 2Z[x℄ | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Q(�) = 0. Á) äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z; Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÅÌÏÇÏk ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ kP (x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Q(x) (× Z[x℄). ×) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ P (x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Q(x)(× Z[x℄)?úÁÄÁÞÁ 17. (�ÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ) åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ � 2 R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ P (x) É Q(x) ÉÚ Z[x℄,�ÒÉÞ£Í Q(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Q(x) (× Z[x℄).úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ Z ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ Z[x℄ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ: Á) npp1 : : : pk, ÇÄÅ p1; : : : ; pk | ÒÁÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ,n� 1; k 2 N; Â) p2 + 3p2; ×) A( Npp), ÇÄÅ N � 1 2 N, p | �ÒÏÓÔÏÅ, A(x) 2 Z[x℄, 0 < degA(x) < N ;Ç) �1pm1n1 +� � �+�kpmknk , ÇÄÅ p| �ÒÏÓÔÏÅ, �1; : : : ; �n | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, m1n1 ; : : : ; mknk |ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ.úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ � 2 R | ËÏÒÅÎØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ Q [x℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ fP (�) jP (x) 2 Q [x℄g Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÅÍ (ÜÔÏ �ÏÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q(�)); Â) Q(�) = fq0+q1�+q2�2+� � �+qn�1�n�1 j q0; q1; : : : ; qn�1 2 Qg;×) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ Q(�) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Â).úÁÄÁÞÁ 21. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÄ Z: Á) x8 + x4 + 1; Â) x5 + x+1; ×) x9 +x4 � x� 1.úÁÄÁÞÁ 22*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x� a1) : : : (x� an)� 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈa1; : : : ; an.úÁÄÁÞÁ 23. Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x� a)(x� 10) + 1 ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑÎÁ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. Â)* ðÒÉ ËÁËÉÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ a1; : : : ; an ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x� a1) : : : (x� an) + 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ Z?úÁÄÁÞÁ 24*. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÉÚ Z[x℄ ÚÁËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ P (x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÁÄ Z (ÉÌÉ ÎÁÄ Q).úÁÄÁÞÁ 25*. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ Z2.Â) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÎÁÄ Z3.×) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Z2.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ Z3.äÉÁÇÒÁÍÍÁ îØÀÔÏÎÁ É �ÒÉÚÎÁËÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ P (x) = a0 + a1x + � � � + anxn 2 Z[x℄, an 6= 0, p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÁÖÄÏÍÕ



ìÉÓÔÏË �24Ä. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ 92ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÕ akxk ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (k; l),ÇÄÅ l| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ak ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pl. (åÓÌÉ ak = 0, ÔÏ ÔÏÞËÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÎÅ ÏÔÍÅÞÁÅÍ.) îÁÂÏÒ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x)�Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ p.úÁÄÁÞÁ 26. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ �Ï �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ 2 É 3 ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×: Á) 1+x; Â) 2+9x�57x3; ×) 32+12x2+8x4+6x5; Ç) 60+2x+4x2+9x4+3x5+6x6+12x7.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ P (x) É p | ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ degP > 1 É a0 6= 0. �ÏÇÄÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÎÅÓÅÎÙ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏÓÎÏ×Ù:ÎÁÞÁÌØÎÁÑ (A0) É ËÏÎÅÞÎÁÑ (An). ÷Ù�ÕÓÔÉÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ A0 ÏÓÎÏ×Ù ÌÕÞ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ×ÎÉÚ ÉÎÁÞÎÅÍ ×ÒÁÝÁÔØ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ×ÓÔÒÅÞÉ ÌÕÞÁ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÏÊÏÓÎÏ×Ù (ÓËÁÖÅÍ, Ó ÔÏÞËÏÊ Ai). ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÓÏ ×ÓÔÒÅÔÉ×ÛÅÊÓÑÏÔÒÅÚËÏÍ, Á ÄÁÌØÛÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÉÓÈÏÄÑ ÕÖÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ Ai. �ÁË �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÓÎÏ×Ù An. ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ p.úÁÄÁÞÁ 27. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ �Ï �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ 2 É 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 26.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÔÒÅÚËÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ îØÀÔÏÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÅÅ Ú×ÅÎØÑÍÉ. ú×ÅÎÏÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ËÒÏÍÅ ËÏÎ�Ï× ÎÁ ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ú×ÅÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ. ðÒÏÓÔÏÅ Ú×ÅÎÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å.úÁÄÁÞÁ 28. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8+4x+8x2+2x3+8x5+16x6�Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 2. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, Ë ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉ�Ï× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ Å£ Ú×ÅÎØÅ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ îØÀÔÏÎÁ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ Ú×ÅÎØÑÍ), ÉÄÕÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ËÏÎÅÞÎÕÀ. ðÅÒÅÎÅÓÅÍ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÅÂÅ× ÏÄÎÕ (ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ) ÔÏÞËÕ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �Ï�ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ p.úÁÄÁÞÁ 29. îÁÒÉÓÕÊÔÅ Ó×ÑÚËÉ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 26, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚËÉ �Ï�ÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 2 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ �ÕÎËÔÏ× Á) É Â) ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÄÁÞÁ 30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ îØÀÔÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ Ó×ÑÚËÁ, É �ÏÚÁÄÁÎÎÏÊ Ó×ÑÚËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÄÁÞÁ 31. Á) þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÏÄÎÏÞÌÅÎ?Â) (�ÅÏÒÅÍÁ äÀÍÁ) ó×ÑÚËÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ P (x)Q(x) Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (�Ï ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÏ-ÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ P (x) É Q(x) (�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ×ÅËÔÏÒÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ).úÁÄÁÞÁ 32. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚËÁ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ Z ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ Ú×ÅÎØÅ×, ÌÉÂÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ Ú×ÅÎÁ.Â) (ðÒÉÚÎÁË äÀÍÁ) åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ p ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ú×ÅÎÁ, ÔÏ P (x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z.úÁÄÁÞÁ 33. Á) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÉÚÎÁËÁ äÀÍÁ �ÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ É �ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ� ÅÇÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.Â) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÉÚÎÁËÁ äÀÍÁ ÅÝ£ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÉÚÎÁË ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ É �ÎÁÒÉ-ÓÕÊÔÅ� ÅÇÏ.úÁÄÁÞÁ 34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ú×ÅÎÁÓ×ÑÚËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÏÌØÛÅ k (ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ!), ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (�ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ) ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÂÏÌØÛÅ k.úÁÄÁÞÁ 35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ p ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ Ú×ÅÎØÅ× (ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ!), ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 36. åÓÔØ ÌÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Á) 16 + 8x+ 2x2 + 2x3 + x4;



93 ìÉÓÔÏË �25Ä. þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉÂ) 6 + 2x2 + 3x3 + 6x4?úÁÄÁÞÁ 37*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n!(1+a1 x1!+� � �+an�1 xn�1(n�1)!+xnn! ) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄZ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a1; : : : ; an�1 2Z.ìÉÓÔÏË �25Ä. þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ 12.2005æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ k-È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÉÓÅÌï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÏÖÉÍ Sk(n) = 1k + 2k + � � �+ (n� 1)k.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏÁ) (i+1)k+1� ik+1 = 1+C1k+1i+C2k+1i2+ � � �+Ckk+1ik; Â) nk+1 = n+C1k+1S1(n)+C2k+1S2(n)+ � � �+Ckk+1Sk(n).úÁÄÁÞÁ 2. ëÁË �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ S1(n); : : : Sk�1(n) ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Sk(n)? îÁÊÄÉÔÅ S2(n) ÉS3(n).úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sk(n) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÓÔÁÒÛÉÊ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÊËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Sk(x) ÄÌÑ x 2 R ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Sk(n) �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × ÎÅÇÏx ×ÍÅÓÔÏ n.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sk(x+ 1)� Sk(x) = xk �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x 2 R, Ô. Å. x+1Rx S0k(t)dt = xk.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Bk(x) = S0k(x), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ âÅÒÎÕÌÌÉ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) Bk(x+ 1)�Bk(x) = kxk�1; Â) Sk(n) = 1k+1(Bk+1(n)�Bk+1(0)).úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B0k(x) = kBk�1(x), ÏÔËÕÄÁ Bk(x) = k xR0 Bk�1(t)dt+Bk(0).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. þÉÓÌÁ Bk = Bk(0) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Bk(x) = kPi=0Cik � Bi � xk�i, É ×ÙÒÁÚÉÔÅ Sk(n) ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Bk(1) = Bk(0) É �ÏÌÕÞÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Bk.úÁÄÁÞÁ 9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ 5 ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ S4(n).úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1Pk=0 Bkk! xk | ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x=(ex � 1).úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Bk = 0 �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ k > 1.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ �(s) �ÒÉ Þ£ÔÎÙÈ súÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ n 2 N ÎÅÞ£ÔÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pn É Qn�1 Ó�ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n É n � 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ sin(nx) = Pn(sinx),os(nx) = os xQn�1(sinx).úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ É �ÅÒ×ÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pn.úÁÄÁÞÁ 14. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ sinnx=n sinx ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ sinx ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1,ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × 0 �ÒÉ x 2 f��=n; : : : ;�k�=ng. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏsinnxn sinx = kYr=1�1� sin2 xsin2 r�=n� ; ÏÔËÕÄÁ sinxn sinx=n = kYr=1�1� sin2 x=nsin2 r�=n� :



ìÉÓÔÏË �26Ä. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 94úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ 0 6 x 6 1=2 �ÒÉ n = 2k + 1!1kYr=1 1� sin2(x=n)= sin2(r�=n)1� x2=(r�)2 ! 1:úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ (ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÉ 14, 15 É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÎÕÓÁ × ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ), ÞÔÏ+1Yr=1�1� x2(r�)2� = sinxx = 1� x23! + x45! � x67! + x89! � : : :úÁÄÁÞÁ 17. Á) òÑÄ f(x) = +1Pi=0 aixi, ÇÄÅ jaij <  �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i, ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ jxj < 1.Â) ðÕÓÔØ f(x) = 0 �ÒÉ 0 6 x 6 " ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0. �ÏÇÄÁ ai = 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. äÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ òÉÍÁÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ �(s) = +1Pn=1 1ns .úÁÄÁÞÁ 18. óÒÁ×ÎÉ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x2 × ÒÑÄÁÈ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 16, ÎÁÊÄÉÔÅ �(2).úÁÄÁÞÁ 19. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÚÑÔÙÈ ÎÁÕÇÁÄ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÍÉ, Ô. Å. ÎÁÊÄÉÔÅ limN!+1 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ m;n; ÇÄÅ m6N; n6N É (m;n)=1ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ m;n; ÇÄÅ m6N; n6N .úÁÄÁÞÁ 20. óÒÁ×ÎÉ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x4 × ÒÑÄÁÈ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 16, ÎÁÊÄÉÔÅ �(4).úÁÄÁÞÁ 21. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ shx = (ex � e�x)=2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ shx = x+1Qr=1�1 + x2(r�)2�.úÁÄÁÞÁ 22*. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ÆÏÒÍÕÌÕ2�(2k) = (�1)k+1 (2�)2k(2k)! B2k:
ìÉÓÔÏË �26Ä. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 01.2006þÁÓÔØ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÄÎÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y (ÎÁÄ R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ axmyn,ÇÄÅ a 2 R, m;n 2 Z+. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ (Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ �ÏÄÏÂÎÙÍÉ)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y. óÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÕÍÍÅ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.ëÏÌØ�Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x, y (ÎÁÄ R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ R[x; y℄.úÁÄÁÞÁ 1. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A 2 R[x; y℄ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ degA).úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ A(x; y), B(x; y) | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ degAB = degA+ degB. Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ deg(A+B)?úÁÄÁÞÁ 3. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉÔÁËÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?úÁÄÁÞÁ 4. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ (ÎÁÄ R) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ R[x; y℄.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: Á) x2 + y2 � 1; Â) y2 � x; ×) xy � 1.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R(y) = �P (y)Q(y) ��� P (y); Q(y) 2 R[y℄; Q(y) 6= 0� (Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�Å-ÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.



95 ìÉÓÔÏË �26Ä. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅúÁÄÁÞÁ 7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ x ÎÁÄ �ÏÌÅÍ R(y), Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R(y)[x℄. ëÁ-ÖÄÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅan(y)xn + an�1(y)xn�1 + � � �+ a1(y)x+ a0(y); (�)ÇÄÅ n 2 Z+; ai(y) 2 R(y) �ÒÉ i = 0; n. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ (ÎÁÄ R(y)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚR(y)[x℄. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ R(y)[x℄ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. úÁ�ÉÛÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(x; y) 2 R[x; y℄ × ×ÉÄÅ (�), ÇÄÅ ÕÖÅai(y) 2 R[y℄ �ÒÉ i = 0; n. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A(x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ (�Ï x), ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙan(y); : : : ; a0(y) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ (�Ï x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ-ÍÉÔÉ×ÎÙÍ (�Ï x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x; y℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÉÚ R(y)[x℄. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x; y℄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊÉÚ R) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ R ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.þÁÓÔØ 2. �ÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ
xy xy

xy xy
òÉÓ. 2.11.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÌÏÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x0; y0 ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ A(x0; y0) = 0, ÇÄÅ A(x; y) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x; y℄. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A ÚÁÄÁÅÔ ÜÔÕËÒÉ×ÕÀ.úÁÄÁÞÁ 11. îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÌÏÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÚÁÄÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ:Á) x � y; Â) x2 � y2; ×) y � x2; Ç) x2 + y2 � 1; Ä) xy � 1;Å) È2y � xy2 + y � x; Ö) ax2 + by2 � 1, ÇÄÅ a; b | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ,ÞÔÏ a > b > 0; Ú) ax2 � by2 � 1, ÇÄÅ a; b | ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏa > b > 0; É) y2�x3; Ë) y�1�x3; Ì) y2�1�x3; Í) y2�x�x3;Î) y2 � x2 � x3.úÁÄÁÞÁ 12*. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁ-ÖÄÁÑ ÉÚ ËÒÉ×ÙÈ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 2.11: Á) x2 = x4 + y4;Â) xy = x6 + y6; ×) x3 = y2 + x4 + y4; Ç) x2y + xy2 = x4 + y4.úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ A, B|ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ R[x; y℄. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ A(x; y) = 0, B(x; y) =0 ÉÍÅÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ?úÁÄÁÞÁ 14. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × R[x; y℄ É × R(y)[x℄.úÁÄÁÞÁ 15. Á) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A; B ÉÚ R[x; y℄ ÎÁÊÄÕÔÓÑÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U; V ÉÚ R[x; y℄, ÞÔÏ AU +BV = 1?Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A; B ÉÚ R(y)[x℄ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U; V ÉÚ R(y)[x℄, ÞÔÏ AU +BV = 1?×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A;B ÉÚ R[x; y℄ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ U; V ÉÚ R(y)[x℄, ÞÔÏ AU +BV = 1.óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R[x; y℄.úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ A(x; y) É B(x; y) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ A(x; y) =0, B(x; y) = 0 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ,úÁÄÁÞÁ 17. òÅÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ� 6y2 + 2x2 � 23xy + 39y + 6x = 0;6y3 + 2x3 � 2xy2 + 6x2 � 9xy � 6y2 � 27y = 0:



ìÉÓÔÏË �26Ä. ðÌÏÓËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 96úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ A(x; y), B(x; y) | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ A(x; y) =0, B(x; y) = 0 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ É B ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ B.úÁÄÁÞÁ 19. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÅÔ×Ø ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ?úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ A(x; y) | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ A(x0; y0) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x0; y0 2 R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ A(x; y) | ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.úÁÄÁÞÁ 21. åÝ£ éÓÁÁË îØÀÔÏÎ ÚÁÍÅÔÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÆÁËÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÅÚÕ:ÅÓÌÉ A(x; y) É B(x; y)| ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ A(x; y) = 0, B(x; y) =0 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ degA � degB ÒÅÛÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ B, ÅÓÌÉ B |Á) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ; Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ; ×) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÅÒ-×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ; Ç) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x � y2; Ä) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xy � 1; Å) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ y2 � x3; Ö)* ÍÎÏÇÏÞÌÅÎx2 + y2 � 1; Ú)* ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.úÁÄÁÞÁ 22**. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.úÁÄÁÞÁ 23. (í. âÅÒÖÅ, ó. ÷. íÁÒËÅÌÏ×) Á) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ �ÁÒÁÂÏÌÁ y = x2 É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÏÂÝÉÅ ÔÏÞËÉ: A É B. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÁÒÁÂÏÌÅ ×ÔÏÞËÅ A ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÁÒÁÂÏÌÅ × ÔÏÞËÅ B ÔÁËÖÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ?Â) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ�ÁÒÁÂÏÌÕ y = x2 ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, �ÒÉÞ£Í × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Õ �ÁÒÁÂÏÌÙ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØÏÂÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, Á × ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÔ.þÁÓÔØ 3. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉúÁÄÁÞÁ 24. (úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, ÚÁÄÁ-ÀÝÉÅÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ l1(x; y) = 0, l2(x; y) = 0, ÇÄÅ l1 É l2 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ðÒÉÍÅÍ ÉÈÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÚÁ ÎÏ×ÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O1, Á ÓÁÍÉ �ÒÑÍÙÅ ÚÁ ÎÏ×ÙÅ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: l1 ÚÁ ÏÓØz, Á l2 ÚÁ ÏÓØ t. �ÏÇÄÁ �ÒÑÍÙÅ l1 É l2 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �ÒÏÓÔÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t = 0,z = 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÏÓÑÈ O1z, O1t, ÞÔÏ ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ(z; t) ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÓÔÁÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ z = l2(x; y), t =l1(x; y).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ z = l2(x; y), t = l1(x; y) ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÓÔÁÒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É yÞÅÒÅÚ ÎÏ×ÙÅ z É t.×) ðÕÓÔØ A(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÏÄÓÔÁ×É× × ÎÅÇÏ ×ÍÅÓÔÏ x É y ÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ z É t, �ÏÌÕÞÉÍÚÁ�ÉÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A × ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ z, t. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅÉÚÍÅÎÉÔÓÑ: degA(x; y) = degA(z; t).úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ z2 + 2zt + t2 +p2z �p2t+ 1 = 0 ËÒÉ×ÁÑ ÉÍÅÅÔÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ëÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁÀÝÕÀÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÉËÏÊ.
òÉÓ. 2.12.

úÁÄÁÞÁ 26. ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B, C, D �ÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÎÅÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÙÅ AB, BC, CD, DA ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ l1(x; y), m1(x; y), l2(x; y), m2(x; y) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ËÏÎÉËÕ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B,C, D, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ×ÉÄÁ �l1l2 + �m1m2 = 0, ÇÄÅ �, � 2 R.úÁÄÁÞÁ 27. Á) ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B, C, D, E ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÎÉËÁ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ Á) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B, C, D, E ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.



97 ìÉÓÔÏË �27Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 1úÁÄÁÞÁ 28. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 26 ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈ-ÕÇÏÌØÎÉË ABCD ×�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ Á) l1 = 6x�y+1, m1 = 3x+55y�388, l2 = x�9,m2 = x+ 9y � 9; Â) l1 = 4x� 5y � 35, m1 = 7x+ 5y + 35, l2 = 83x� 93y + 415, m2 = x+ y � 11.
ABC D E FòÉÓ. 2.13.

úÁÄÁÞÁ 29. ðÕÓÔØ ÔÒÉ �ÕÎËÔÉÒÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÔÒÉ Ó�ÌÏÛÎÙÅ�ÒÑÍÙÅ × ÄÅ×ÑÔÉ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.12). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÏÓÅÍØ ÉÚÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁ-ÄÁÀÝÅÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ), ÔÏ É ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÄÅ×ÑÔÁÑ ÔÏÞËÁÌÅÖÉÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ûÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÑËÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀÛÅÓÔÉÚ×ÅÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. A C ED F B l0lòÉÓ. 2.14.
úÁÄÁÞÁ 30. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ) ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCDEFÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AB É DE, BCÉ EF , CD É FA ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.13).úÁÄÁÞÁ 31. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁ-ÌÑ.
A BC A0B0 C 0òÉÓ. 2.15.

úÁÄÁÞÁ 32. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÁ��Á) ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ A, C, E É D, F , B ÌÅÖÁÔ ÎÁ�ÒÑÍÙÈ l É l0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AF É CD, AB É ED, CB É EF ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ(ÓÍ. ÒÉÓ. 2.14).úÁÄÁÞÁ 33. (�ÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ) ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B, C, A0,B0, C 0 ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ AA0, BB0 ÉCC 0 �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ AB É A0B0, BC É B0C 0, CA É C 0A0 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.15).
òÉÓ. 2.16.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Á ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚÎÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÔÏÞËÁÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÄÒÕÇÏÇÏ. (îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 2.16 Þ£ÒÎÙÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.) éÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÓÎÉÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ó ÎÉÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ìÉÓÔÏË �27Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 1 02.2006ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÌÉÂÏ �ÒÑÍÁÑ, ÌÉÂÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ x; y 2 X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x; y). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 X É ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍ U"(x) = fy 2 X j d(x; y) < "g; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U"(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀÔÏÞËÉ x. ðÕÓÔØ Y � X. �ÏÞËÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y , ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÎÁÊÄÅÔÓÑ"-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × Y , ×ÎÅÛÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ£ ÎÁÊÄÅÔÓÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó Y , É ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÔÏÞËÉ, �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÝÉÅ Y , ÔÁË É ÔÏÞËÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ Y . ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U � X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ×ÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V � X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ, ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ É ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÌÑÁ) ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ;



ìÉÓÔÏË �27Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 1 98Â) ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ;×) ÛÁÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å;Ç) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ;Ä) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x > 0 É y < sin(1=x) (ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ).úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÔÒÅÚËÕ | ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ËÒÕÇ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏ.úÁÄÁÞÁ 6. Á) ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó R, ÌÉÂÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×É ÏÔËÒÙÔÙÈ ÌÕÞÅÊ. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏX Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÑ� ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ d(x; y), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 X É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÁËÓÉÏÍÁÍ:1) d(x; y) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = y;2) d(x; y) = d(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);3) d(x; z) 6 d(x; y) + d(y; z) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(x; y) > 0 ÄÌÑÌÀÂÙÈ x; y 2 X.úÁÄÁÞÁ 9. ðÏÅÚÄËÁ ÎÁ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÍÅÔÒÏ�ÏÌÉÔÅÎÅ ÏÔ ÓÔÁÎ�ÉÉ A ÄÏ ÓÔÁÎ�ÉÉ B ÔÒÅÂÕÅÔ ×ÒÅÍÅÎÉ,ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ, ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑ �ÏÅÚÄÏ× É Ô. �. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÔÏÔ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÔÒÁÞÅÎÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, É ÎÁÚÏ×£Í ÜÔÏ×ÒÅÍÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÓÔÁÎ�ÉÉ A ÄÏ ÓÔÁÎ�ÉÉ B. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å ÓÔÁÎ�ÉÊ ÍÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÍÅÔÒÏ? åÓÌÉ ÎÅÔ, �ÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ××ÅÄ£ÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÔÒÉËÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X É Y | Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. éÈ �ÒÑÍÙÍ ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ) �ÁÒ (x; y), ÇÄÅ x 2 X, y 2 Y . ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X � Y .áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ÍÎÏÖÅÓÔ× (n 2 N).úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØX É Y |Ä×Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË (x1; y1), (x2; y2) 2X � Y �ÏÌÏÖÉÍ d1((x1; y1); (x2; y2)) = dX(x1; x2) + dY (y1; y2);d2((x1; y1); (x2; y2)) = pdX(x1; x2)2 + dY (y1; y2)2;d1((x1; y1); (x2; y2)) = max(dX(x1; x2); dY (y1; y2));ÇÄÅ dX É dY | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × X É Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X � Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉË d1, d2 É d1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x1; x2; : : : ; xn) ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Rn . (ïÂÙÞÎÙÅ �ÒÑÍÁÑ,�ÌÏÓËÏÓÔØ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ R1 , R2 É R3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).



99 ìÉÓÔÏË �28Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 2úÁÄÁÞÁ 11. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Rn Ó ÍÅÔÒÉËÏÊÁ) d1(x; y) = nPk=1 jyk � xkj;Â) (Å×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ) d2(x; y) =s nPk=1(yk � xk)2;×) d1(x; y) = max16k6n jyk � xkj?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, x0 2 X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, " > 0 |ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U"(x0) = fx 2 X j d(x; x0) < "g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀÔÏÞËÉ x0 (ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ "). íÎÏÖÅÓÔ×Ï B"(x0) = fx 2 X jd(x; x0) 6 "g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ".úÁÄÁÞÁ 12. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÛÁÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ R2 É R3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉË ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 11?úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C[a; b℄ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÓÎÁÂÖÅÎ-ÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ d(f; g) = maxa6t6b jf(t)� g(t)j, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.úÁÄÁÞÁ 14. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ �ÅÒ-×ÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ.úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ?, X, ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÛÁÒÕ | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á;Â) ?, X, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕ | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ;Â) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ;×) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ.úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÏ-�ÏÌÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.úÁÄÁÞÁ 18. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 16.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. úÁÍÙËÁÎÉÅÍ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ V É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞ-ÎÙÈ ÔÏÞÅË.úÁÄÁÞÁ 19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ V = V .Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏ.úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ Y | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, É �ÕÓÔØ U � Y .Á) ðÕÓÔØ U ÏÔËÒÙÔÏ × X. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ U ÏÔËÒÙÔÏ × Y ?Â) ðÕÓÔØ U ÏÔËÒÙÔÏ × Y . ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ U ÏÔËÒÙÔÏ × X?×) ðÕÓÔØ Y ÏÔËÒÙÔÏ × X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÏÔËÒÙÔÏ × Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U ÏÔËÒÙÔÏ× X.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÏÔËÒÙÔÏ × Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏV � X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U = V \ Y .ìÉÓÔÏË �28Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 2 02.2006ðÒÅÄÅÌÙ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØúÁÄÁÞÁ 1. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÅ-ÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÒÅÄÅÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : X ! Y × ÔÏÞËÅ x0 2 X, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×F : X ! Y × ÔÏÞËÅ x0 2 X (× Ä×ÕÈ ×ÁÒÉÁÎÔÁÈ: �Ï ëÏÛÉ É �Ï çÅÊÎÅ).



ìÉÓÔÏË �28Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 2 100úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:Á) ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × n-À ÓÔÅ�ÅÎØ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ! C );Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C ! C );×) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ (z = a+ bi 7! ez = ea(os b+ i sin b)).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ä×Å ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÔËÒÙÔÏ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÊ.úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ X É Y | ÌÀÂÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÉ d1, d2 Éd1 ÎÁ X � Y (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 10 ÌÉÓÔËÁ 25Ä) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ, Á �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ (× ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉË d1, d2 É d1).×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÉ d1, d2 É d1 ÎÁ Rn ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.Ç) ÷ÓÅ ÌÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ Rn ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ?úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ�ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Á �ÒÅÄÅÌÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.)Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÍÅÔÒÉË × X É Y ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : X ! Y× ÔÏÞËÅ x0 2 X ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, É ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ ÏÎÏ É ÏÓÔÁÅÔÓÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : X ! Y ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁX Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d(x; y) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅd : X �X ! R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 7. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : X ! Y ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ F ÎÁX? éÚ ËÁËÉÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ?Á) ïÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ.Â) ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔ.×) ïÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔ.Ç) F (A) � F (A) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A � X.Ä) çÒÁÆÉË �(F ) = f(x; F (x)) j x 2 Xg ÚÁÍËÎÕÔ × X � Y .ó×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×: X = U1 t U2.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÍÎÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ É ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ X), ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ Ó×ÑÚÅÎ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÎ.úÁÄÁÞÁ 11. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× R Ó×ÑÚÎÙ: (0; 1), R, R n f0g, [0; 1℄ [ [2; 3℄, Q , R n Q?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÔ£Í × X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1℄ ! X. �ÏÞËÁ f(0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ �ÕÔÉ, Á ÔÏÞËÁ f(1) | ËÏÎ�ÏÍ �ÕÔÉ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x1; x2 2 X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ x1 É ËÏÎ�ÏÍ x2.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏ.



101 ìÉÓÔÏË �28Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 2ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï In = fx 2 Rn j 0 6 xi 6 1; i = 1; : : : ; ngÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sn = fx 2 Rn+1 j d(x; 0) = 1g | n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ. úÁ-ÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ × Rn Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ É ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ n-ÍÅÒÎÙÍÛÁÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Bn.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn , Á ÔÁËÖÅ n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ É n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂÓ×ÑÚÎÙ. äÌÑ ËÁËÉÈ n Ó×ÑÚÎÁ n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ?úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.úÁÄÁÞÁ 16*. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R2 ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× R2?ëÏÍ�ÁËÔÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙ-ÔÉÑ K ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÓÌÏ×ÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ�ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï� ÞÁÓÔÏ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ËÏÍ�ÁËÔ.úÁÄÁÞÁ 17. ëÏÍ�ÁËÔÎÏ ÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn?úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ In Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Rn .úÁÄÁÞÁ 19. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.Â)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ X | ËÏÍ�ÁËÔ.úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅ.úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Á) ÚÁÍËÎÕÔÏ;Â) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.úÁÄÁÞÁ 22. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V � Rn ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.Â)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × C[0; 1℄ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÍ-�ÁËÔÏÍ.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÍ�ÁËÔÁ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : K ! R, ÇÄÅ K | ËÏÍ�ÁËÔ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍËÏÍ�ÁËÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÅÖÄÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ).úÁÄÁÞÁ 26. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 27. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÍ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× F : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 29. çÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1) Á) �ÒÑÍÏÊ? Â) ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1℄?



ìÉÓÔÏË �29Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 3 102úÁÄÁÞÁ 30. ðÕÓÔØ F : X ! Y | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, U � X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F : U ! F (U) | ÇÏÍÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ.úÁÄÁÞÁ 31. çÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉÁ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ? Â) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É ÏÔÒÅÚÏË ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ?×) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÏÔÒÅÚÏË? Ç) Ë×ÁÄÒÁÔ É ËÒÕÇ? Ä) Rn É ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ × ÎÅÍ? Å) ÏÔÒÅÚÏË ÉË×ÁÄÒÁÔ?úÁÄÁÞÁ 32. ëÁËÉÅ ÉÚ ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ?úÁÄÁÞÁ 33. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÊ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅÁ) ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ sin(1=x)? Â) ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ × R2?úÁÄÁÞÁ 34. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.úÁÄÁÞÁ 35. ðÕÓÔØ X ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ Y , Á Y | ÎÁ X. ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ X É Y ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ?úÁÄÁÞÁ 36. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ?Â)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ.×)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×.ìÉÓÔÏË �29Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 3 03.2006çÏÍÏÔÏ�ÉÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X, Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, f; g | Ä×Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑX × Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1℄ �X ! Y , ÞÔÏ F (0; x) = f(x), F (1; x) = g(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ FÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÅÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ f Ó g.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚX × Y ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ, ÅÓÌÉ Á) X |ÌÀÂÏÅ, Y = [0; 1℄; Â) X | ÌÀÂÏÅ, Y = R; ×) X | ÌÀÂÏÅ, Y = Rn ; Ç) X = [0; 1℄, Y | ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a; b | Ä×Å ÅÇÏ ÔÏÞËÉ, f(t); g(t) | Ä×Á �ÕÔÉÓ ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ a É ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ b. ðÕÔÉ f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [0; 1℄ � [0; 1℄ ! X, ÞÔÏ F (0; t) = f(t), F (1; t) = g(t), F (�; 0) = a,F (�; 1) = b ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t; � 2 [0; 1℄. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÅÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ f Ó g.îÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÅ. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ S1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÒÉÞ£Í ÓÁÍÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌC . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, S1 = fz 2 C j jzj = 1g = fe2�it j t 2 [0; 1℄g:úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f; g | Ä×Á �ÕÔÉ × X. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 × X, �ÏÌÏÖÉ×h �e2�it� = � f(2t); �ÒÉ 0 6 t 6 1=2;g(2� 2t); �ÒÉ 1=2 6 t 6 1:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÕÔÉ f É g ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (ÔÏ ÅÓÔØ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ).



103 ìÉÓÔÏË �29Ä. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ 3óÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑóÔÅ�ÅÎØÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÞÉ-ÓÌÏ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÓÅÂÑ �ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ� �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ f : X ! S1 É g : X ! R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÎÑÔÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ R, ÅÓÌÉ f(x) = e2�ig(x) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ x 2 X.úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ X = [0; 1℄, f(x) = e2�ix. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ �ÏÄÎÑÔÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ R.úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ X = S1, f(x) = x. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÄÎÑÔÉÅ Õ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ?úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ f |ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1℄!S1.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ �ÕÔÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÎÑÔÉÅ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ R.Â) ðÕÓÔØ g1; g2 | �ÏÄÎÑÔÉÑ f ÎÁ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g1(t) � g2(t) = k, ÇÄÅ k | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÌÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÕÔØ f , ÌÅÖÁÝÉÊ × �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ÚÁÔÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ h : S1 ! S1 | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÕÔØ f(t) = h(e2�it)É ÅÇÏ �ÏÄÎÑÔÉÅ g(t). þÉÓÌÏ g(1) � g(0) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h : S1 ! S1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÄÎÑÔÉÑ).úÁÄÁÞÁ 8. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h(z) = zn, ÇÄÅ n | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ?úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ h : S1 ! S1 | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, w0 2 S1. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ z0 2 S1 �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ w0, ÅÓÌÉ h(z0) = w0 É �ÒÉ �ÒÏÈÏÄÅ z ÞÅÒÅÚ z0 �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉÚÎÁÞÅÎÉÅ h(z) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ w0 × ÔÏÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. óÔÒÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÔÁË: ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z0 ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ h(z)=w0 ÉÍÅÅÔ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØÔÏÇÏ ÖÅ ÚÎÁËÁ, ÞÔÏ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ z=z0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉw0 (�ÒÉ �ÒÏÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ h(z) �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ w0 �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ w0 ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÏÎÉ ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ,ÌÉÂÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ�ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÔÏÞËÉ w0 É ÞÉÓÌÁ ÅÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ×.úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [0; 1℄� [0; 1℄ × ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ ÅÓÔØ �ÏÄÎÑÔÉÅ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ.Â) ðÕÓÔØ f1 É f2 | ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ �ÕÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ�ÏÄÎÑÔÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S1 ! S1 ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S1 ! S2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅË�ÉÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÇÏÍÏ-ÔÏ�ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S2 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ T 2 = S1 � S1.úÁÄÁÞÁ 13. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ, É ÞÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÅÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏÒÑÄÏË ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. úÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅ� ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÎÁÞÁÌÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ  | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ Ó C , ÁP | ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ



ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 104S1 × ÓÅÂÑ: e2�it 7! (t)� Pj(t)� P j :óÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ËÒÉ×ÏÊ  ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ P É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑordP ().úÁÄÁÞÁ 14. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉ×ÙÅ 1 É 2 É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ �ÏÒÑÄËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÅË (0; 0), (1; 0) É(�1; 0), ÇÄÅ1(t) = (os(2�t)� 1=2; sin(4�t)) É 2(t) = (os(2�t)=2 + 3 os(4�t)=4; sin(4�t)):úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ  | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 , Á P | ÔÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁËÒÉ×ÏÊ . ðÒÏ×ÅÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÌÕÞ l ÉÚ ÔÏÞËÉ P . ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ �ÏÎÑÔÉÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ É ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ l Ó ËÒÉ×ÏÊ  ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ l Ó ËÒÉ×ÏÊ , �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÏÎÉ ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÌÉ-ÂÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ordP () ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÏÒÑÄÏË ËÒÉ×ÏÊ R(t) = f(Re2�it) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ 0 2 C �ÒÉ R� 0 ÒÁ×ÅÎ n.úÁÄÁÞÁ 17. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ  × R2 , ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕP , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : S1 ! R2 n fPg: �(e2�it) = (t):äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �1 É �2 ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ, ÔÏ ordP (1) = ordP (2).úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ × �ÌÏÓËÏÓÔØ, (t) = f(e2�it),P | ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ordP () 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = PÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 19. (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ  | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, P | ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏÁ) ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ P ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÔÏÞËÏÊ P 0 �ÕÔÅÍ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ËÒÉ×ÕÀ , ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:ordP () = ordP 0().Â) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ P , ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÎÅÅ �ÏÒÑÄÏË  ÔÁËÏÊÖÅ, ËÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P .úÁÄÁÞÁ 21. (î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×) éÚ ÇÏÒÏÄÁ A × ÇÏÒÏÄ B ×ÅÄÕÔ Ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏÒÏÇÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÍÁÛÉÎÙ, ×ÙÅÚÖÁÀÝÉÅ �Ï ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ ÉÚ A É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ×ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÌÉÎÙ 2,ÓÍÏÇÌÉ �ÒÏÅÈÁÔØ × B, ÎÅ �ÏÒ×Á× ×ÅÒÅ×ËÉ. íÏÇÕÔ ÌÉ ÒÁÚÍÉÎÕÔØÓÑ, ÎÅ ËÏÓÎÕ×ÛÉÓØ, Ä×Á ËÒÕÇÌÙÈ ×ÏÚÁÒÁÄÉÕÓÁ 1, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ä×ÉÖÕÔÓÑ �Ï ÜÔÉÍ ÄÏÒÏÇÁÍ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ?úÁÄÁÞÁ 22. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÇÒÁÆ �. åÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ 1ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó �. ðÏ ÇÒÁÆÕ �ÏÌÚÁÀÔ Ä×Á ËÒÕÇÌÙÈ ÖÕËÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ 1 (�ÅÎÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÖÕËÁ ×ÓÅ×ÒÅÍÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �). íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ �ÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ?ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 03.2006
��0

O
PP 0òÉÓ. 2.17.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ � É �0, �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑÎÉ ÎÁ �, ÎÉ ÎÁ �0. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ � ÎÁ �0 Ó �ÅÎÔÒÏÍ O ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P 2 � ÔÏÞËÕ P 0 2 �0 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ



105 ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�ÒÑÍÏÊ OP Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ �0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.17). ðÕÓÔØ l| �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑÎÉ �, ÎÉ �0. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ � ÎÁ �0 ×ÄÏÌØ l ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ P 2 � ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ P 0 2 �0, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ PP 0�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ �ÒÑÍÏÊ l (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.18).úÁÄÁÞÁ 1. ï�ÉÛÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ�ÒÏÅË�ÉÉ; �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ � | �ÌÏÓËÏÓÔØ. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÎÅÊ �ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ� ÔÏÞËÕ , �ÒÉÞ£Í ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£Î-ÎÙÅ� ÔÏÞËÉ Õ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á Õ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ | ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óËÁÖÅÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ� ÔÏÞËÉ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÕÀ� �ÒÑÍÕÀ. �Ï,ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ ��.l ��0 PP 0òÉÓ. 2.18.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, Á ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ � ÎÁ �0 Ó �ÅÎÔÒÏÍ O �ÒÏÄÏÌ-ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �� ÎÁ ��0, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ �ÒÑ-ÍÙÅ × �ÒÑÍÙÅ (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ �� ÎÁ ��0 Ó �ÅÎÔÒÏÍO). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �� ÎÁ ÓÅÂÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ× ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �� ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÙÅ Ä×ÅÔÏÞËÉ × �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ�.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �� ÎÁ �� ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÙÅÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ (ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ) ÔÏÞËÉ × ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ �Ï�ÏÌÁÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �� ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ÞÅ-Ô×£ÒËÕ ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ ÔÏÞÅË Ó ÔÅÍ ÖÅÕÓÌÏ×ÉÅÍ. A C ED F B l0lòÉÓ. 2.19.

úÁÄÁÞÁ 8**. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÒÑÍÙÅ × �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ.úÁÄÁÞÁ 9. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÁ��Á) ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCDEF ÌÅ-ÖÁÔ �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.19). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.úÁÄÁÞÁ 10. (�ÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÉA0B0C 0, �ÒÉÞ£Í �ÒÑÍÙÅ AA0, BB0 É CC 0 ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ (�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABC É A0B0C 0ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.20).
A BC A0B0 C 0òÉÓ. 2.20.

úÁÄÁÞÁ 11. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ?ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ A;B;C;D | ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ l, �ÒÉÞ£ÍfA;Bg \ fC;Dg = ?. éÈ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ[A;B;C;D℄ = CACB : DADB;



ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 106ÇÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ, ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÓÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÒ£È ÔÏÞÅË, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [A;B;C;1℄ = CA : CB, É Ô. �.ðÕÓÔØ a; b; ; d | �ÒÑÍÙÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ (ËÏÎÅÞÎÕÀ) ÔÏÞËÕ O, �ÒÉÞ£Í fa; bg \f; dg = ?. éÈ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ[a; b; ; d℄ = sin\asin\b : sin\dasin\db ;ÇÄÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ ×ÙÂÒÁÎÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ | ÜÔÏ ÕÇÏÌ, ÏÔÓÞÉÔÁÎÎÙÊ�ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÄÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÎÁ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ a; b; ; d | �ÒÑÍÙÅ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ �, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, �ÒÉÞ£Ífa; bg \ f; dg = ?, �ÒÑÍÁÑ l � � ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ O, Á ÔÏÞËÉ A;B;C;D ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ l Ó �ÒÑÍÙÍÉ a; b; ; d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [a; b; ; d℄ = [A;B;C;D℄.úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.úÁÄÁÞÁ 14. ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [A;B;C;D℄ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÔÏÞÅËA;B;C;D? óËÏÌØ-ËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÔÁË �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÄÌÑ ÔÏÞÅË × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ)?
F B H
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úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �� ×ÙÂÒÁÎÙ�ÒÑÍÙÅ k; l;m; n, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÎËÕÒÅÎÔ-ÎÙ. ðÕÓÔØ A = k \ l, B = m \ n, E = k \m, F = k \ n,G = l\m, H = l\n, C = AB \EH, D = AB \FG. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ [A;B;C;D℄ = �1 (ÔÏÞËÉ C É D ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÒÅÚËÁ AB).úÁÄÁÞÁ 16. (ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù) ðÕÓÔØ A;B;C|ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, D É E | ÌÀÂÙÅÔÏÞËÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ �ÒÑÍÙÍ AB, AC É BC. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ [AD;AE;AB;AC℄ � [BD;BE;BC;BA℄ � [CD;CE;CA;CB℄ = 1:úÁÄÁÞÁ 17. (�ÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, AC É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÉÌÉ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ) ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ C 0, B0 É A0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 16, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ AA0,BB0 É CC 0 ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁBA0CA0 � AC 0BC 0 � CB0AB0 = �1:(ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ!)úÁÄÁÞÁ 18. (�ÅÏÒÅÍÁ þÅ×Ù × ÕÇÌÁÈ ) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, AC É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÉÌÉ ÎÁ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ) ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ C 0, B0 É A0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 16, ÞÔÏ�ÒÑÍÙÅ AA0, BB0 É CC 0 ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁsin\BAA0sin\CAA0 � sin\ACC 0sin\BCC 0 � sin\CBB0sin\ABB0 = �1:(õÇÌÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ!)úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×�ÉÓÁÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ABCDEF , �ÒÉÞ£ÍAB � CD �EFBC �DE � FA = 1:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AD, BE É CF ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.



107 ìÉÓÔÏË �30Ä. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑðÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ � ÚÁÄÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ � ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ O. äÌÑ ÌÀÂÏÊÔÏÞËÉ A 6= O �ÏÌÑÒÏÊ ÔÏÞËÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ �ÒÑÍÏÊ OA, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÔÏÞËÉ O ÒÁ×ÎÏ r2=OA. ðÏÌÑÒÏÊ ÔÏÞËÉ O ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÒÏ-ÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ��. ðÏÌÑÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ A 2 �� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ËÏ ×ÓÅÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ) �ÒÑÍÙÍ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ A.úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÏÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊÔÏÞËÉ. (üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÀÓÏÍ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ × Å£ �Ï-ÌÑÒÕ É ËÁÖÄÕÀ �ÒÑÍÕÀ × Å£ �ÏÌÀÓ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÑÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P É �ÒÑÍÁÑ l �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l.úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ,ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ É �ÒÑÍÁÑ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ �ÒÉ �ÏÌÑÒÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÔÁËÖÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ).
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úÁÄÁÞÁ 22. (úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÑÒÅ) ðÕÓÔØ A 2 (�� n �). ðÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ AÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ � × ÔÏÞËÁÈ KÉ L, Á ÄÒÕÇÁÑ | × ÔÏÞËÁÈ M É N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ�ÒÑÍÙÈ KN É LM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ B ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ A,�ÒÉÞ£Í ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ �ÏÌÑÒÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÙÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 24. (ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ) ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÞÅË, �ÒÑÍÙÈ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ É Ä×ÏÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÚÁÍÅ-ÎÉÔØ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÒÑÍÙÅ, Á �ÒÑÍÙÅ ÎÁ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÒÎÁÑÔÅÏÒÅÍÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.úÁÄÁÞÁ 25. (ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ íÅÎÅÌÁÑ) ÷ ËÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ þÅ×Ù?úÁÄÁÞÁ 26. (�ÅÏÒÅÍÁ íÅÎÅÌÁÑ) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, AC É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÉÌÉ ÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ) ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ C 0, B0 É A0. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 25, ÞÔÏ ÔÏÞËÉA0, B0 É C 0 ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁBA0CA0 � AC 0BC 0 � CB0AB0 = 1:(ïÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ!)úÁÄÁÞÁ 27. ÷ ËÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÁ��Á?úÁÄÁÞÁ 28. ÷ ËÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ äÅÚÁÒÇÁ?ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ëÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ËÏÎÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 29*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÌÉ�Ó, ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ É �ÁÒÁÂÏÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. (õËÁ-ÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ).úÁÄÁÞÁ 30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÉËÁ | ÌÉÂÏ ÜÌÌÉ�Ó, ÌÉÂÏ �ÁÒÁÂÏÌÁ, ÌÉÂÏ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÁ.úÁÄÁÞÁ 31. ðÕÓÔØ A;B;C;D | ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÏÎÉËÅ �, �ÒÉÞ£Í fA;Bg\fC;Dg = ?. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ E 2 � Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [EA;EB;EC;ED℄ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.



ìÉÓÔÏË �31Ä. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ 108úÁÄÁÞÁ 32. (úÁÄÁÞÁ Ï ÂÁÂÏÞËÅ) þÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ C �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÏÒÄÙ AB ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙÄ×Å ÈÏÒÄÙ KL É MN (ÔÏÞËÉ K É M ÌÅÖÁÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ AB). ïÔÒÅÚÏË KN �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ AB× ÔÏÞËÅ P . ïÔÒÅÚÏË LM �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ AB × ÔÏÞËÅ Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ PC = QC.úÁÄÁÞÁ 33. (�ÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÛÅÓÔÉ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ.úÁÄÁÞÁ 34. (�ÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ.úÁÄÁÞÁ 35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ.òÁÚÎÏÅúÁÄÁÞÁ 36. ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (�ÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎ) ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ,Á) ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ;Â) ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 37. çÄÅ ÌÅÖÁÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÈÏÒÄ ÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÁÂÏÌÙ?úÁÄÁÞÁ 38. äÁÎ ÇÒÁÆÉË Á) y = x2; Â) y = 1=x; ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÔ£ÒÔÙ. ëÁË ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÈ�ÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ?úÁÄÁÞÁ 39. ÷ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó �ÅÎÔÒÏÍ O ×�ÉÓÁÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×ÔÏÞËÅ P , Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ | × ÔÏÞËÁÈ Q É R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ PQR �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O.úÁÄÁÞÁ 40. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD Ï�ÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O. ðÒÑÍÙÅ ABÉ CD �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ P , Á �ÒÑÍÙÅ AD É BC | × ÔÏÞËÅ Q, �ÒÉÞ£Í ÏÔÒÅÚËÉ BP É DQ �ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ A; M | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ÎÁ PQ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏÁ) ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ OM ;Â)* ÕÇÌÙ \BMO É \DMO ÒÁ×ÎÙ.ìÉÓÔÏË �31Ä. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ 02.2006ðÕÓÔØ �ÅÒÅÄ ÏÂÝÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ n ÞÅÌÏ×ÅË ÓÔÏÉÔ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ l×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ3). ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÅÔ ÜÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ �ÒÅÄ-�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÔÉÈ ÁÌØÔÅÒ-ÎÁÔÉ×. (äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ�ÅÎÎÙ.)õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁÚÏ×£Í �ÒÏÆÉÌÅÍ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÏÆÉÌÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �.óÉÓÔÅÍÕ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Þ£ÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÌÕÞÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ�ÒÏÆÉÌØ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ, ×ÙÄÁ£Ô ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ (ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ�ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÄÌÑ ÏÂÝÅÓÔ×Á�). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÆÕÎË�ÉÀ) ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á � (ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÅÓÌÉ Þ£ÒÎÙÊ ÑÝÉË �ÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔ� ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ) ×ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× A.÷ �ÒÏÓÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 2 ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù, ÞÁÓÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á: ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á, �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÁÑ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÕÞÁÓÔÎÉ-ËÏ×. äÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á: ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. îÅÄÏÓÔÁÔËÉ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÅ ÄÁ£Ô ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÇÏÌÏÓÏ×.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ �ÓÉÌÙ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ p1 ËÒÁÊÎÅ ×ÁÖÎÏ3)�ÁËÏ×ÙÍÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁÎÄÉÄÁÔÙ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ×ÙÂÏÒÎÕÀ ÄÏÌÖÎÏÓÔØ, �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅÍÅÓÔÁ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÊËÉ ÍÏÓÔÁ, ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÎÅÇ É �Ò.



109 ìÉÓÔÏË �31Ä. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ×ÙÂÒÁÔØ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ a1, Á ÄÌÑ p2 É p3 ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á a2 ÌÉÛØ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÅ,ÞÅÍ a1, ÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÓÏÇÌÁÓÉÔØÓÑ Ó p1.úÁÄÁÞÁ 1. âÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÇÏÌÏÓÏ× �ÒÉÚÎÁÎÏ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ B ÉÓÔÉÎÎÏ, É ÞÔÏ ÉÚ B ÓÌÅÄÕÅÔ C.íÏÖÎÏ ÌÉ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍ, ÞÔÏ �Ï ÍÎÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÁËÖÅ É C ?òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ l > 2. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÉÈ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á (�ÄÕÜÌØ�). äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÎÉÞØÉÈ� ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ.úÁÄÁÞÁ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÄÕÜÌØÎÕÀ� �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ �ÒÉ l > 2. îÁ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÁÒÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×, �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÊ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ. úÁÔÅÍ ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÊ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÎÁ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅÓ ÅÝ£ ÎÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ËÁÎÄÉÄÁÔÏÍ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÁÎÄÉÄÁÔ,ËÏÔÏÒÙÊ É ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØÏÔ �ÏÒÑÄËÁ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒ ÄÌÑ �ÄÕÜÌÅÊ�, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÇÏÌÏÓÕÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÍÉ?úÁÄÁÞÁ 3. Á) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �a1 �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÅ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á, ÞÅÍ a2� ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ?Â) ðÕÓÔØ l = 3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÚÁÄÁÞÅ 2 �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ? áÅÓÌÉ l > 3?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÏÄÏÂÎÕÀ ÄÕÜÌØ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ-×ÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ �Ï ëÏÎÄÏÒÓÅ.úÁÄÁÞÁ 4. óßÅÚÄ �ÁÒÔÉÉ ×ÙÂÉÒÁÅÔ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ ÉÚ ËÁÎÄÉÄÁÔÕÒ A, B É C, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ 44, 30É 26 ÓÔÏÒÏÎÎÉËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ × �ÅÒ×ÏÍ ÔÕÒÅ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÎÁÂÅÒ£Ô ÂÏÌØÛÅ 50%, ÔÏ ÂÕÄÅÔ×ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ. ÷ Î£Í ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁÎÄÉÄÁÔ, ÎÁÂÒÁ×ÛÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÏÓÏ×.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅ�Ï�ÁÄÁÎÉÉ Ó×ÏÅÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ ÓÔÏÒÏÎÎÉËÉ C ÂÕÄÕÔ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÔØ ÚÁB, Á ÇÏÌÏÓÁ ÓÔÏÒÏÎÎÉËÏ× B ÒÁÚÄÅÌÑÔÓÑ �ÏÒÏ×ÎÕ ÍÅÖÄÕ A É C. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ×ÙÂÏÒÙ? äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÌÉ ÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÕÞÁÓÔÎÉË ÇÏÌÏÓÕÅÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÍÉ,ÔÁËÏÅ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÏ×£Í ÉÓËÒÅÎÎÉÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎ ÇÏÌÏÓÕÅÔ ×Ï�ÒÅËÉ Ó×ÏÉÍ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÍ (ÎÏ ÓÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ ÄÏÓÔÉÞØ ÌÕÞÛÉÈ Ó ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×), ÔÁËÏÅ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅÎÁÚÏ×£Í ÔÁËÔÉÞÅÓËÉÍ. (ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ: × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÑ �Ï ëÏÎÄÏÒÓÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÌÏÓØ,ÞÔÏ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ ÉÓËÒÅÎÎÅÅ.).úÁÄÁÞÁ 5. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ A ÎÅ �ÒÏÛ£Ì ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ, ÔÏ ÅÇÏ ÇÏÌÏÓÁ �ÅÒÅÛÌÉÂÙ Ë ó. ðÕÓÔØ ×ÙÂÏÒÙ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ: ËÁÖÄÙÊ ÉÚÂÉÒÁÔÅÌØ ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔ ÂÀÌÌÅÔÅÎØÌÉÛØ 1 ÒÁÚ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÎÖÉÒÕÑ ×ÓÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÕÒÙ × �ÏÒÑÄËÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÂÀÌÌÅÔÅÎÉÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÄÕÜÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ. ëÁËÏÊ ÉÚ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÍÏÖÅÔ �ÏÂÅÄÉÔØ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÁÑ ÄÕÜÌØ�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ A É B?úÁÄÁÞÁ 6. òÅÛÁÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÓÔÒÏÊËÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÕ�ÅÒÍÁÒËÅÔÁ × ÄÅÒÅ×ÎÅ, ÇÄÅ ×ÓÅ ÄÏÍÁ ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÌÏÔ-ÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ×ÄÏÌØ ÄÌÉÎÎÏÊ ÕÌÉ�Ù. îÁ ÜÔÏÊ ÕÌÉ�Å ÉÍÅÅÔÓÑ l �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÍÅÓÔ. íÅÓÔÏ ×ÙÂÉÒÁ-ÅÔÓÑ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅÍ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÇÁÚÉÎ ÂÙÌ �ÏÂÌÉÖÅ Ë ÅÇÏ ÄÏÍÕ. (ðÒÉÍÅÞÁ-ÎÉÅ: ×ÍÅÓÔÏ ÄÌÉÎÎÏÊ ÕÌÉ�Ù ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÅËÔÒ ��ÒÁ×ÙÅ-ÌÅ×ÙÅ�).Á) åÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ËÁÖÄÕÀ �ÁÒÕ ÍÅÓÔ �ÕÔ£Í ÄÕÜÌØÎÏÇÏ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ?Â) õËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÉ × ÍÏÄÅÌØ �ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÏÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ� ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞ 4 É 5? (âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÏÌÏÓÕÀÔ ÉÓËÒÅÎÎÅ.)úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ l = 3 É �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ �ÒÏÆÉÌÅ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÂÅÄÉ-ÔÅÌØ �Ï ëÏÎÄÏÒÓÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ �ÒÏÉÇÒÁÔØ �ÒÉ ÄÕÜÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ?úÁÄÁÞÁ 8*. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ (ÂÏÌÅÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÕÀ Ë ÔÁËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÀ.ìÉÓÔÏË �32Ä. �ÅÏÒÅÍÁ üÒÒÏÕ Ï ÄÉËÔÁÔÏÒÅ 02.2006



ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 110ðÕÓÔØ �ÅÒÅÄ ÏÂÝÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ n ÞÅÌÏ×ÅË ÓÔÏÉÔ l ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× Õ�ÏÒÑ-ÄÏÞÉ×ÁÅÔ ÉÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÍÉ, Á �Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ Ï�ÒÏÓÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÕ P = f<1; <2; : : : ; <ng ÍÎÅÎÉÊ4) | ÓÔÒÏÇÉÈ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× A | ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÔÒÏÇÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË 6P ÎÁA (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÓÔ×Á).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÂÏÒ <1; <2; : : : ; <n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÆÉÌÅÍ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÆÉÌÅÊ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ A | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �Ï ðÁÒÅÔÏ: ÅÓÌÉ × �ÒÏÆÉÌÅ P ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× x É y x <k y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÕÞÁÓÔÎÉËÁ k, ÔÏ x 6P y É ÎÅ y 6P x;ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×: ÅÓÌÉ × �ÒÏÆÉÌÅ P ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË ÓÒÁ×ÎÉÌ ÁÌØ-ÔÅÒÎÁÔÉ×Ù x É y ÔÁË ÖÅ, ËÁË × �ÒÏÆÉÌÅ P 0, ÔÏ x 6P y () x 6P 0 y.úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ l �ÒÁ×ÉÌÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á (ÏÂÝÅÓÔ×Ï ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ x 6 y ÅÓÌÉ ÉÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× x < y) ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ?Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ? îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÏÔ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×?úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ × ÄÁÎÎÏÍ �ÒÏÆÉÌÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÚÁÎÑÌÁ i-Å �Ï ÓÞ£ÔÕ ÍÅÓÔÏ × �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÈ j-ÇÏÕÞÁÓÔÎÉËÁ. ðÒÉÓ×ÏÉÍ ÅÊ ÒÅÊÔÉÎÇ | ÓÕÍÍÕ ÍÅÓÔ × �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÈ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, É Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÉÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÒÅÊÔÉÎÇÁ (ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ âÏÒÄÁ).Á) úÁÄÁÅÔ ÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ âÏÒÄÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ?Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÒÁ×ÉÌÏ âÏÒÄÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ? îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÏÔ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×?úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ó×ÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÒÉ ËÁËÉÈ l ÏÎ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ?Â) úÁÞÅÍ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÌØ-ÔÅÒÎÁÔÉ×?úÁÄÁÞÁ 4. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÉËÔÁÔÏÒÓËÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ? îÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÏÔ �ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×?�ÅÏÒÅÍÁ üÒÒÏÕ Ï ÄÉËÔÁÔÏÒÅ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÊ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉËÔÁÔÏÒÓËÉÍ.÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÏÂÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ üÒÒÏÕ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Pxy = fk : x <k yg.úÁÄÁÞÁ 5. (ÌÅÍÍÁ Ï ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÓÔÉ) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ× x; y; z Pxy = Pxz, É x 6P y.�ÏÇÄÁ x 6P z.úÁÄÁÞÁ 6. (ÌÅÍÍÁ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å) îÁÚÏ×ÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ a ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ × �ÒÏ-ÆÉÌÅ P , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ a ÌÉÂÏ ÌÕÞÛÁÑ, ÌÉÂÏ ÈÕÄÛÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÍÍÎÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÚÁÊÍÅÔ ÌÉÂÏ �ÅÒ×ÏÅ, ÌÉÂÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ.úÁÄÁÞÁ 7. (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ üÒÒÏÕ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÒÉÀ �ÒÏÆÉÌÅÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ ÔÏÌØËÏ ÍÎÅÎÉÅÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å a: × �ÅÒ×ÏÍ �ÒÏÆÉÌÅ ×ÓÅ ÓÞÉÔÁÀÔ aÌÕÞÛÅÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÏÊ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÒÏÆÉÌÅ ÕÞÁÓÔÎÉË 1 ÓÞÉÔÁÅÔ a ÈÕÄÛÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÌÕÞÛÅÊ,× ÔÒÅÔØÅÍ �ÒÏÆÉÌÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ 1 É 2 ÓÞÉÔÁÀÔ a ÈÕÄÛÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÌÕÞÛÅÊ, É Ô.Ä. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ,(n+ 1)-Í �ÒÏÆÉÌÅ ×ÓÅ ÂÕÄÕÔ ÓÞÉÔÁÔØ a ÈÕÄÛÅÊ.Á) éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÏÆÉÌÑÈ, ÕÇÁÄÁÊÔÅ, ËÔÏ ÄÉËÔÁÔÏÒ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÉËÔÁÔÏÒ.ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 03.20064)úÄÅÓØ �ÍÅÎØÛÅ� = �ÈÕÖÅ�.



111 ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁóÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÉÓÔÅÍÏÊ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó m ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ 8>><>>: a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxm = b1;a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxm = b2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxm = bn;ÇÄÅ aij ; bi 2 K (ÓÉÓÔÅÍÁ Ó �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = (aij) ÒÁÚÍÅÒÁ n�m É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ b = (bi);ËÏÒÏÔËÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: Ax = b). òÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÉÝÕÔÓÑ × ÔÏÍ ÖÅ�ÏÌÅ K.úÁÄÁÞÁ 1.Á) ðÕÓÔØ x(0) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx(0) + y, ÇÄÅ y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = 0.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ x(1) É x(2) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑax(1) + bx(2) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a É b.úÁÄÁÞÁ 2. (íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑÅÊ ÓÉÓÔÅÍÁ Cx = D, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á C ÉÍÅÅÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÊ ×ÉÄ: × ËÁÖÄÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊÏÔÒÅÚÏË ÎÕÌÅÊ ÄÌÉÎÎÅÊ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ËÏÎ�Å.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÏ n = m (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ).úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅ-ÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 5. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É ÓÉÓÔÅÍÁ Ax = b ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ x(0) = Cb, ÇÄÅ C | ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ x(1); : : : ; x(k), ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ 8. ÷ ÓÔÁÄÅ 101 ËÏÒÏ×Á. ìÀÂÙÅ 100 ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 2 ÓÔÁÄÁ �Ï 50 ËÏÒÏ× ÔÁË, ÞÔÏÏÂÝÉÅ ×ÅÓÁ ÓÔÁÄ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÏ×Ù ÏÄÎÏÇÏ ×ÅÓÁ.úÁÄÁÞÁ 9*. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË a� b ÒÁÚÂÉÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ x1; : : : ; xn ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ x1; : : : ; xn ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, Ó �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ a É b, ÉÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï nPi=1 x2i = ab.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ xi=a É xi=b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ (i = 1; : : : ; n).úÁÄÁÞÁ 10. (úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁ�ÌÁÓÁ) óÔÁÒÕÈÁ ûÁ�ÏËÌÑË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÌÁ ÞÉÓÌÁ × ÇÒÁ-ÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ þÅÂÕÒÁÛËÁ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ËÌÅÔËÉÄÏÓËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÅÔÙÒÅÈ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ?úÁÄÁÞÁ 11*. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ a � b ÓÍ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, Õ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 1 ÓÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a ÉÌÉ b�ÅÌÏÅ.



ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 112úÁÄÁÞÁ 12. (þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ) Á) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fang ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ an+2 = an+1+an. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ � 2 R �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �fang = (�a1; �a2; : : : )ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.Â) ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fang, fbng ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÕÎËÔÁ Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÒÉ ÌÀÂÙÈ �; � 2 R �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �fang + �fbng = (�a1 + �b1; �a2 + �b2; : : : ) ÔÁËÖÅ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ.×) ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fang, fbng ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �. Á), �ÒÉÞ£Í ×ÅËÔÏÒÁ (a1; a2)É (b1; b2) ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ �ÕÎËÔÁ Á), ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ �fang+ �fbng �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �; � 2 R.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÕÎËÔÁ Á).Ä) îÁÊÄÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅÍ an+2 = an+1 + an É ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ a0 = a1 = 1.úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:Á) an+3 = 2an+2 + an+1 � 2an, ÅÓÌÉ a0 = 1, a1 = 2, a2 = 3;Â) an+2 = �2an+1 � an, × ÓÌÕÞÁÑÈ a0 = 1, a1 = �1; a0 = 0, a1 = �1; a0 = 1, a1 = 2.×) an+2 = 7an+1 � 12;5an, ÅÓÌÉ a0 = a1 = 1.Ç) an+2 = an+1 + an + 1, ÅÓÌÉ a0 = a1 = 1.úÁÄÁÞÁ 14. ï�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ an+k = k�1an+k�1 + � � �+ 0an + , ÇÄÅ0; : : : ; k�1 2 R, �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÅÓÌÉ Á)  = 0; Â)  2 R.úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ax2 + bxy + y2 + dx +ey + f = 0, ÇÄÅ ÎÅ ×ÓÅ a, b,  ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ �ÑÔØ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ.×) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �ÑÔØ ÔÏÞÅË, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ;ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÍÁÔÒÉ�Ùï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x = (x1; x2; : : : ; xn) ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× �ÏÌÑ K, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Kn. üÌÅÍÅÎÔÙKn ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ K. ðÕÓÔØ A = (aij) | ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ �ÏÌÅÍK ÒÁÚÍÅÒÁ m � n. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Kn ! Km,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ x = (x1; x2; : : : ; xn) × ×ÅËÔÏÒ y = (y1; y2; : : : ; ym), ÇÄÅ yi = nPj=1 aijxj .úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ. ëÁË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. íÁÔÒÉ�Á ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ AB. (óÎÁÞÁÌÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ B, Á�ÏÔÏÍ | Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A.) íÁÔÒÉ�Á ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Kn ! Kn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÏÒÑÄËÁ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ E. íÁÔÒÉ�Á B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉ�Å A, ÅÓÌÉBA = E, �ÒÁ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ AB = E, É �ÒÏÓÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.íÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ (ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÌÅ×Á, Ó�ÒÁ×Á), ÅÓÌÉ Õ ÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á (ÌÅ×ÁÑ, �ÒÁ×ÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á).úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÓÌÅ×Á (Ó�ÒÁ×Á) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ax = b ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (ÎÅ ÍÅÎÅÅ) ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ b.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á, ÏÂÒÁÔÉÍÁ.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.



113 ìÉÓÔÏË �33Ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ÷ÅËÔÏÒÎÙÍ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï V , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ (×ÅËÔÏÒÙ) ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ�ÏÌÑ, �ÒÉÞ£Í ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:1) u+ v = v + u ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v 2 V ;2) u+ (v + w) = (u+ v) + w ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; v; w 2 V ;3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ u+ 0 = u ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u 2 V ;4) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 2 V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ �v ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ v + (�v) = 0;5) 1v = v ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 2 V ;6) (ab)v = a(bv) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 K É v 2 V ;7) (a+ b)v = av + bv ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 K É v 2 V ;8) a(u+ v) = au+ av ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 K É v 2 V .úÁÄÁÞÁ 20. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 0 É �v × ÔÒÅÔØÅÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ÷ÅËÔÏÒ b 2 V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ a1; : : : ; am 2 V , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ �1; : : : ; �m 2 K, ÞÔÏ b = �1a1 + � � � + �mam. (÷ÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÕÓÔÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÅÓÌÉ b = 0.)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. óÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (a1; : : : ; am) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �1; : : : ; �m, ÎÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ �1a1 + � � �+ �mam = 0;2) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× a1; : : : ; am ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.ðÕÓÔÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 22. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× fa1; : : : ; amg ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ, Á ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×fa1; : : : ; am; bg ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ b ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ a1; : : : ; am.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.úÁÄÁÞÁ 23. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. âÁÚÉÓÏÍ (ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ) ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V .úÁÄÁÞÁ 24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fe1; : : : ; eng| ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ x 2 V ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e1; : : : ; en. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ×ÅËÔÏÒÁ x × ÂÁÚÉÓÅ fe1; : : : ; eng.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. ÷ÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ), ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ.úÁÄÁÞÁ 25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÁ) ×ÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÁ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÂÁÚÉÓ);Â) ÉÚ ×ÓÑËÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ.úÁÄÁÞÁ 26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×.



ìÉÓÔÏË �34Ä. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ 114ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. þÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dimV .ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÎÁÄ Z2úÁÄÁÞÁ 27. Á) îÁ ÔÁÂÌÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÌÁÍ�ÏÞËÉ. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÎÏ�ÏË. ëÁÖÄÁÑ ËÎÏ�ËÁ ÍÅÎÑÅÔÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÌÁÍ�ÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÚÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,ÎÁÖÉÍÁÑ ÎÁ ËÎÏ�ËÉ, ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ.Â)*ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÌÁÍ�ÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÎÏ�ËÁ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚ ÎÉÈ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÁÍ�ÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÇÁÓÉÔØ.×) ðÕÓÔØ ÌÁÍ�ÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ 4 � 4 É ÒÑÄÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÌÁÍ�ÏÞËÏÊ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ËÎÏ�ËÁ,ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÌÁÍ�ÏÞËÁÍÉ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÏÌÂ�Å É × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÏËÅ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÌÁÍ�ÏÞËÉ?úÁÄÁÞÁ 28. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÄÅÒÅ×Å ÎÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÞÅÔÎÁ.Â) ðÕÓÔØ a | ÞÉÓÌÏ �ÏÄÇÒÁÆÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÎÁ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a | ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ.×) îÁ ÒÅÂÒÁÈ ÇÒÁÆÁ ÓÔÏÑÔ ÚÎÁËÉ + É �. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÅÂÒÁÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÏÒÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.Ç) ðÕÓÔØ b| ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÚÏÒÏ× ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ b | ÓÔÅ�ÅÎØÄ×ÏÊËÉ.Ä)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ a = b.ìÉÓÔÏË �34Ä. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ 03.2006çÅÏÍÅÔÒÉÑúÁÄÁÞÁ 1. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÌÉ ÍÅÄÉÁÎÕ BM . ðÕÓÔØ r1 É r2 | ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,×�ÉÓÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABM É MBC. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ r1 = 2r2?úÁÄÁÞÁ 2. �ÏÞËÉA É B ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ Ä×Å ÄÕÇÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÒÄ, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÄÕÇÁÈ AB.úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a > 0 �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jax + 2y � 5j + ajx +2ay � 2j 6 3a ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ.úÁÄÁÞÁ 4. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁÚÇÒÁÆÌ£ÎÎÏÊ ÓÅÔËÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ ËÌÅÔÏË, É ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÎÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁ É ÎÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÅÔËÉ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÄÌÉÎ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×ÓÅÔËÉ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 5. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 13, 14, 15. îÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÔÏÞËÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ,Á ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×Ù�ÕËÌÙÊ 20-ÕÇÏÌØÎÉË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ).Â) îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ 160000 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËÎÁÊÄÕÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙ 20-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÕÎËÔÁ Á).úÁÄÁÞÁ 7. óÔÏÒÏÎÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÆÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.



115 ìÉÓÔÏË �34Ä. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁúÁÄÁÞÁ 8. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÙÓÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÙÓÏÔ ÜÔÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÔÁËÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÏÒÔÏ�ÅÎÔÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.úÁÄÁÞÁ 9. Á) ÷ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÌÉ ÔÏÞËÕ M É Ï�ÕÓÔÉÌÉ ÉÚ ÎÅ£ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÙMA1, MB1 É MC1 ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, AC É AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÞÉÓÌÁ � ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á MA1 = �BC, MB1 = �AC É MC1 = �AC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ���!MA1 +���!MB1 +���!MC1 = 0.Â) ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ,ÄÌÉÎÙ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ �ÌÏÝÁÄÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ)?úÁÄÁÞÁ 10. îÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÌÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁÛÌÉÓÕÍÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. íÏÇ ÌÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ?úÁÄÁÞÁ 11. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÂÏËÏ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉÚÍÙ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ � (ÓÒÅÄÉ ÕÇÌÏ× ÜÔÏÊÇÒÁÎÉ). îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �.úÁÄÁÞÁ 12. Á) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ËÕÂÁ ÂÙÔØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ?Â) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ËÕÂÁ ÂÙÔØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ?úÁÄÁÞÁ 13. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ?úÁÄÁÞÁ 14. �ÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ (ÎÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å) �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ. ðÕÓÔØ O |ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, OA, OB É OC | ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ O. íÏÖÅÔÌÉ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× MOA, MOB É MOC ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 180Æ?úÁÄÁÞÁ 15. óÅÒÅÖÁ ÎÁÓÙ�ÁÌ × �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÓÔÒÀÌÀ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÛÅÎÁ É Ó�ÒÏÓÉÌ ÓÏÓÅÄËÕ Ô£ÔÀìÀÄÕ: �óËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÌÉÔØ ×ÏÄÙ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ×ËÕÓÎÁÑ ËÁÛÁ?� �üÔÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ�, |ÏÔ×ÅÞÁÌÁ ÓÏÓÅÄËÁ. �îÁËÌÏÎÉ ËÁÓÔÒÀÌÀ; �ÏÓÔÕÞÉ, ÞÔÏÂÙ ËÒÕ�Á �ÅÒÅÓÙ�ÁÌÁÓØ É ÚÁËÒÙÌÁ ÒÏ×ÎÏ �Ï-ÌÏ×ÉÎÕ ÄÎÁ. �Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÔØ ÔÏÞËÕ ÎÁ ËÁÓÔÒÀÌÅ, ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë ËÒÁÀ, ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÎÑÌÁÓØ ËÒÕ�Á, ÉÚÁÖÍÉ Å£ �ÁÌØ�ÅÍ! äÏ ÜÔÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É ÎÁÄÏ ÎÁÌÉÔØ ×ÏÄÕ.� ��ÁË ×ÅÄØ �ÛÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÓÙ�ÁÔØ �ÏÂÏÌØ-ÛÅ É �ÏÍÅÎØÛÅ, ÄÁ É ËÁÓÔÒÀÌÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ | ÛÉÒÏËÉÅ É ÕÚËÉÅ�, | ÕÓÏÍÎÉÌÓÑ óÅÒÅÖÁ. �÷Ó£ÒÁ×ÎÏ, ÍÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÇÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ!�~-{ ÇÏÒÄÏ ÏÔ×ÅÔÉÌÁ Ô£ÔÑ ìÀÄÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ô£ÔÑ ìÀÄÁ �ÒÁ×Á: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂßÅÍÏ× ×ÏÄÙ É �ÛÅÎÁ �Ï ÅÅ ÒÅ�Å�ÔÕ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ.Â) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ×Ù�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÉÔ Þ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ, ÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ ÅÇÏ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ,�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ.úÁÄÁÞÁ 17. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ Ò£ÂÅÒ a, b É 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚs(a; b) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ, ÉÄÕÝÉÈ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ É ÓÏÅÄÉÎÑÀ-ÝÉÈ Ä×Å ÅÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ s, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s0 ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈÔÏÞÅË (a; b), ÞÔÏ s(a; b) = s0.úÁÄÁÞÁ 18. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÏÌÏÓÏË (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ), ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÛÉÒÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ 1 ÓÍ.íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏËÒÙÔØ ÜÔÉÍÉ �ÏÌÏÓËÁÍÉ ËÒÕÇ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÓÍ?áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚúÁÄÁÞÁ 19. äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÞÉÓÌÏ x2+xy+y2 × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÕÍÑ ÎÕÌÑÍÉ.úÁÄÁÞÁ 20. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a3+ b3 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 391 (a, b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a+ b ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ 391.úÁÄÁÞÁ 21. òÅÛÉÔÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: 3px+ 3py = 2006.



ìÉÓÔÏË �34Ä. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ 116úÁÄÁÞÁ 22. þÉÓÌÏ n 2 N ÎÁÚÏ×£Í ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ x1, x2, . . . , xn ÞÉÓÅÌ1, 2, . . . , n, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ x1 + 1, x2 + 2, . . . , xn + n | ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 23. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅÎÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a1; a2; a3; a4; : : : ÅÓÔØÞÉÓÌÁ a21, a22 É a23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 24. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n É k, ÞÔÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ 2n ÎÁÞÉ-ÎÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ 5k, Á ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ 5n ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ 2k?úÁÄÁÞÁ 25. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2333 ÉÍÅÅÔ 101 �ÉÆÒÕ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 1. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ × ÒÑÄÕ 2, 4,8, 16, : : :, 2333 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó 4?úÁÄÁÞÁ 26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2n ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÉÆÒ.úÁÄÁÞÁ 27. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ËÏÎ�Ù ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÔÏÞÅË, ×ÓÅËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (×ËÌÀÞÁÑ ÇÒÁÎÉ�Õ)ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2 ÔÏÞÅË, ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 28. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÔÏÞËÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × n �×ÅÔÏ×, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ�×ÅÔÁ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÕ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �×ÅÔÏ×).÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Á) �ÒÉ n = 5; Â) �ÒÉ n = 7; ×) �ÒÉ n = 185?úÁÄÁÞÁ 29. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÄ×ÉÇÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙÓ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ. Á) íÏÖÅÔ ÌÉ �ÌÏÝÁÄØ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 1=2?Â) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 30. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÔÒ£ÈÌÉÔÒÏ×ÙÈ ÓÏÓÕÄÁ. ÷ ÏÄÎÏÍ | 1 Ì ×ÏÄÙ, × ÄÒÕÇÏÍ | 1 Ì Ä×ÕÈ�ÒÏ-�ÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÓÔ×ÏÒÁ �Ï×ÁÒÅÎÎÏÊ ÓÏÌÉ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÞÁÓÔØ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏÓÏÓÕÄÁ × ÄÒÕÇÏÊ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÔØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ �ÏÌÕÞÉÔØ�ÏÌÕÔÏÒÁ�ÒÏ�ÅÎÔÎÙÊ ÒÁÓÔ×ÏÒ × ÔÏÍ ÓÏÓÕÄÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÁ ×ÏÄÁ?úÁÄÁÞÁ 31. îÁÊÄÕÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ p(x) É q(x), ÞÔÏ p(x) | ÞÅÔÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, Á p(q(x)) | ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ)?úÁÄÁÞÁ 32. äÁÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 10 < ax < 100 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×-ÎÏ 5 ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 100 < ax < 1000?úÁÄÁÞÁ 33. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÕ Fn, ÚÁÄÁÎÎÕÀÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2xn+ (3y)n < 1. ðÕÓÔØ F | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÆÉÇÕÒ F1, F2, . . . . îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÕ F .ëÁËÏ×Á ÅÅ �ÌÏÝÁÄØ?úÁÄÁÞÁ 34. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[pn℄ + [ 3pn℄ + � � �+ [ n�1pn℄ + [ npn℄ = [log2 n℄ + [log3 n℄ + � � �+ [logn�1 n℄ + [logn n℄:úÁÄÁÞÁ 35. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f(x) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× × �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉÞÉÓÌÁ x. îÁÊÄÉÔÅ limn!1(f(pn)=f(n)).úÁÄÁÞÁ 36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁxx=yy, ÇÄÅ x; y | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ É x > y.úÁÄÁÞÁ 37. úÁ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ x 2 (0; 1) × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ x = 0; a1a2a3 : : : (ÇÄÅÓÒÅÄÉ �ÉÆÒ a1; a2; a3; : : : ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ä×ÏÅË �ÏÄÒÑÄ) É �ÏÌÏÖÉÍf(x) = a110 + a2100 + a31000 + : : :âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1)?úÁÄÁÞÁ 38. ïÓÉ Ä×ÕÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ R �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÜÔÉÈ �ÉÌÉÎÄÒÏ×.



117 ìÉÓÔÏË �35Ä. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØìÉÓÔÏË �35Ä. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 04.2006ËÏÎÓ�ÅËÔ ÌÅË�ÉÉ 31.03.2006òÅÞØ �ÏÊÄ£Ô Ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ �ÏÎÑÔÉÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× | ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ(ÄÒÕÇÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ | Ï�ÉÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÄÅÓËÒÉ�ÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ). åÇÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× (Á ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏ óÏÌÏÍÏÎÏ× É þÅÊÔÉÎ) × Ó×ÏÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ 1965 ÇÏÄÁ. ïÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÁÍÙÈ�ÒÏÓÔÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× | ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÉÚ 0 É 1.éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÕ �010101010101010101010101010101� ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ | �15ÓÌÏ× 01�, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÔÒÏËÕ �110110000111010011010011110010� ÎÉËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÒÏÞÅ É ÎÅÚÁ�ÉÛÅÛØ. úÎÁÞÉÔ, × �ÅÒ×ÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÕÀ ÄÌÉÎÕ. éÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÎÕÌÅÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �1000000ÎÕÌÅÊ�, É ×Ï×ÓÅ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÕÌÉ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ. âÏÌÅÅ ÖÉÚÎÅÎÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ: ÞÁÓÔÏ �ÒÉ ÒÁ-ÂÏÔÅ Ó ÆÁÊÌÁÍÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÒÈÉ×ÁÔÏÒÙ | zip, gzip,rar É Ô. Ä. | ÄÌÑ ËÏÍ�ÒÅÓÓÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�ÏÔÏÍ ÒÁÚÁÒÈÉ×ÉÒÏ×ÁÔØ ÆÁÊÌ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ, É ÎÉËÁËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÎÅ �Ï-ÔÅÒÑÅÔÓÑ. �ÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å ÎÁÚÏ×£Í ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÊ.äÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, ÅÓÔØ Õ ËÁÖÄÏÇÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ �ÏÞÔÉ ÌÀÂÏÍ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÍ ×ÁÍ ÑÚÙËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ | Pasal, C, C++, Java É Ô. Ä.). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÅÍ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �Ï Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ�ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ(ÉÌÉ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏÍ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÆÕÎË�ÉÀD ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× (×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �): A = f�; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : : g.úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ D ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × A. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉ, É ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØD ÎÁ ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÉÈ ËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. íÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÂÙÔØ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍÉ ÎÁÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÁÖÅ ÎÁ ×ÓÅÈ) | ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ (ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÁÈ.þÅÒÅÚ jxj ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á x 2 A.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÚÏ×£Í KD(x) = minfjyj : D(y) = xgÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D. (íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ min? = +1.)úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ Õ ÓÌÏ× �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ? Á) 8y 2 A D(y) = �;Â) 8n 2 N D(bin(n)) = 00 : : : 0| {z }n (ÚÄÅÓØ bin(n) | Ä×ÏÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ n); ×) 8y 2 A D(y) = y.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ðÏÄÂÉÒÁÑ ÔÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ, ÍÙÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÌÏ×. îÁ-ÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ×ÙÂÒÁÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ, ÁÄÅË×ÁÔÎÙÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÎ ÄÁ£Ô.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D1 ÎÅ ÈÕÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁ D2, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C É ÄÌÑ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x ÉÍÅÅÍ KD1(x) 6 KD2(x) + C:íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÌÕÞÛÅ ×ÓÀ ÔÅÏÒÉÀ ÓÔÒÏÉÔØÔÏÞÎÏ, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ.



ìÉÓÔÏË �35Ä. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 118ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÎÁÞÎ£Í Ó ÍÁÌÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ D1 É D2. ëÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó�ÏÓÏÂ D ÎÅ ÈÕÖÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ? ðÏÌÏÖÉÍD(0y) = D1(y); D(1y) = D2(y):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÏÂÁ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ �ÏÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ-×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ, �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÏÎÏ ÂÙÌÏ�ÏÌÕÞÅÎÏ | �ÅÒ×ÙÍ ÉÌÉ ×ÔÏÒÙÍ.úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ KD(x) 6 KD1(x) + 1 É KD(x) 6 KD2(x) + 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x.ïÂÏÂÝÉ× ÜÔÕ ÉÄÅÀ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ D0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ CD0 , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ÉÍÅÅÍKD(x) 6 KD0(x) + CD0(ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÏÌÏÍÏÎÏ×Á{ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÞÉ-ÔÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Ó�ÏÓÏÂÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, �ÒÏÓÔÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ, ËÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ D(py) = p(y);ÇÄÅ p | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ËÏÄÏÍ). ñÓÎÏ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ D ÈÕÖÅ Ó�ÏÓÏÂÁÏ�ÉÓÁÎÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ p, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ | ÄÌÉÎÕ ÔÅËÓÔÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ p.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÇÄÁ D �ÏÄÁÀÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÔÅËÓÔ, ÏÎ ×ÙÄÅÌÑÅÔ ÉÚ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÔÅËÓÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, Á�ÏÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÔ ÜÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ Ë ÏÓÔÁ×ÛÅÍÕÓÑ ÔÅËÓÔÕ.ïÄÎÁËÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÁ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÍ ÄÁÀÔ ÓÌÏ×Ï 01. íÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, �ÒÉÍÅÎÑÔØÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ 0 Ë ÓÌÏ×Õ 1 ÉÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ 01 Ë �ÕÓÔÏÍÕ ÓÌÏ×Õ (ÉÌÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, �ÒÏÇÒÁÍÍÕ Ó�ÕÓÔÙÍ ÔÅËÓÔÏÍ � Ë ÓÌÏ×Õ 01). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÁËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ py, ÞÔÏÂÙ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ p. üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÕÄ×ÁÉ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÓÌÏ×Áp, Á �Ï ÅÇÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ×ÓÔÁ×ÉÍ 01. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p = 011001 É y = 01001, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ0011110000110101001.úÁÄÁÞÁ 3. Á) üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏ× x É y ÏÄÎÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ 2jxj+ jyj+2 ÎÁ ÄÌÉÎÕËÏÄÁ. ëÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÕÌÕÞÛÉÔØ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ jxj+ jyj+ 2 log jxj+ 2ÉÌÉ jxj+ jyj+ log jxj+ 2 log log jxj+ 2, É Ô. Ä.)?Â) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉÄÕÍÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ jxj+ jyj+ Ó, ÇÄÅ  | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ5)?ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D. îÁÚÏ×£ÍK(x) = minfjyj : D(y) = xgËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏ×Á x.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ(Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÕ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÁ.÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌÁ × ×ÙÂÏÒÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÏËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÏÓÑÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ: ËÁË ÍÏÖÅÔÍÅÎÑÔØÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏ×Á �ÒÉ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÁ 1? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ K(1x) = K(x) +O(1). (úÄÅÓØO(1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.) îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÌÏ× x É 1x ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.5)úÄÅÓØ ×ÓÀÄÕ �ÏÄ log �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ log2.



119 ìÉÓÔÏË �35Ä. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØúÁÄÁÞÁ 6. Á) ðÒÏ×ÅÄÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(xx) = K(x) +O(1).×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(00 : : : 0| {z }n ) 6 logn+O(1).úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(x) 6 jxj+O(1).úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(P (x)) 6 K(x) +O(1).úÁÄÁÞÁ 9. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ × ÂÉÎÁÒÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅÉÚ 4 ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ×Ä×ÏÅ.Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕÁÌÆÁ×ÉÔÕ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÚÁÄÁÞÅ 7 ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÌÏ× ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÄÁ×ÁÊÔÅ �ÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. óÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 0 ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ | ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �, ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ1 ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ | ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ 0 É 1, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÍÅÎØÛÅ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 1 + 2 + 4 + � � �+ 2n�1 = 2n � 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÎÅÅ 2n ÓÌÏ× x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÓÌÏ×ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ n�  ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÍÅÎØÛÅ 2n�2n = 2�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏÌÑ ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÍÅÎØÛÅ 90 ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 100 ÍÅÎØÛÅ 11024 , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;1%. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÓÌÏ× ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ.õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ | ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÎÅÅ 2n ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅn | ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ.úÁÄÁÞÁ 10. çÄÅ × ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ?úÁÄÁÞÁ 11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ  É ×ÓÅÈ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÍÅÎØÛÅ n ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2n� É 2n.úÁÄÁÞÁ 12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÒÁ×ÎÏ n+O(1).úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÓÌÏ×Á x ÄÌÉÎÙ n ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ, ÔÏK(y) = K(x) +O(log n).Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ K(y) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ K(x) (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × 1000 ÒÁÚ)?úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(xy) 6 K(x) +K(y) + 2 logK(x) +O(1).úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K(x; y) 6 K(x) +K(y) + O(log n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n(ÚÄÅÓØ �ÏÄ �ÁÒÏÊ ÓÌÏ× x; y �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Å£ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÎÁ×ÓÅÇÄÁ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ).Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï K(x; y) 6 K(x) +K(y) + O(1)? õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØK(x; y) 6 jxj+ jyj+O(1)?×) ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ K(x; y) É K(xy)?úÁÄÁÞÁ 16. Á) äÏËÁÖÉÔÅ 2K(xyz) 6 K(xy) +K(xz) +K(yz) + O(logn) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× x, y, z ÄÌÉÎÙÎÅ ÂÏÌÅÅ n.Â) ðÕÓÔØ ÔÅÌÏ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÏÂß£Í V , Á �ÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ xOy, xOz É yOz (× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Sxy, SxzÉ Syz. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï V 2 6 Sxy � Sxz � Syz.âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ �ÏÌÅÚÎÏ ÕÍÅÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ K(x). üÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÙÔÁÔØÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ Å£ ÎÁ �ÕÓÔÏÍÓÌÏ×Å. åÓÌÉ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ x, ÚÎÁÞÉÔ, K(x) = 0. åÓÌÉ ÎÅÔ, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ 0 É 1. åÓÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁÌÁ x, ÚÎÁÞÉÔ, K(x) = 1. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ K(x) > n�1 ÉÎÁÛÌÏÓØ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁ£Ô x, ÚÎÁÞÉÔ, K(x) = n. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ �ÒÏÂÌÅ-ÍÁ: ÕÖÅ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ, �ÙÔÁÑÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ Ë �ÕÓÔÏÍÕ ÓÌÏ×Õ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÔÏÌËÎÕÔØÓÑ ÓÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ | �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ. é ÄÏ ×ÓÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÄÅÌÏ ÕÖÅ ÎÅ ÄÏÊÄ£Ô.úÁÄÁÞÁ 17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ | ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.



ìÉÓÔÏË �36Ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ 120õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ, ×ÅÄØ ÅÓÌÉ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÎÅ×ÓÀÄÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ | ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏÕÌÕÞÛÉÔØÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ (ÔÏÌØËÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÅ) | ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË-�ÉÑ ÏÓÔÁÌÁÓØ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, Å£ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÛØ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÌÀÂÏ�ÙÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀK(x) ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ (ÎÉ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÎÉ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ).ðÕÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔ ÓÎÉÚÕ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÏÅÓÔØ f(x) 6 K(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ: ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f(x) 6 C. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ | �ÕÓÔØ f ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ P . ðÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÏÎÚÁ�ÕÓËÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ (ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ | ËÁËÚÁ�ÕÓËÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÇÒÁÍÍ; ÏÂÄÕÍÁÊÔÅ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). ÷ÒÅÍÑÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÄÁ£Ô ÏÔ×ÅÔ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÓÌÏ×Á x, ÞÔÏ f(x) > n. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ f ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÅÒ×ÏÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÏÅÓÌÏ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍ P É ×ÙÄÁ£Ô × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔ×ÅÔÁ.éÍÅÅÍ f(P (n)) > n, Á ÚÎÁÞÉÔ, É K(P (n)) > n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÚÁÄÁÞÅ 8 ÉÍÅÅÍ K(P (n)) 6K(n) 6 logn + O(1). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï log n + O(1) > n ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉK, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊÏ�ÅÎËÏÊ ÓÎÉÚÕ.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÁ ÓÌÏ×Å x ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ(�ÒÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ), ÎÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ. (éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÏ×. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÙ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ.)úÁÄÁÞÁ 19. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÄÁÔØ ÔÅËÓÔÙ Ä×ÕÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÚÁ-ÄÁÀÝÉÈ Ó�ÏÓÏÂÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ D1 É D2, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ D1 ÎÅ ÈÕÖÅ D2, É ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ×ÙÄÁÓÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å KD1(x) 6 KD2(x) + C ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ?úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ B(n) = minfN 2 Z : 8m > N K(m) > ng (ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ K(m) Ë 1).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : N ! N �ÏÞÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ×ÅÒÎÏ B(n) >f(n) (ÔÏ ÅÓÔØ B ÒÁÓÔ£Ô ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ!).úÁÄÁÞÁ 21. ðÕÓÔØ 0 < � < 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á, Õ ËÏÔÏÒÙÈËÁÖÄÏÅ ÎÁÞÁÌÏ x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ K(x) > �jxj+O(1).Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï x ÓÌÏÖÎÏ:K(x) > �jxj +O(1).ìÉÓÔÏË �36Ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ 04.2006÷ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:pn | n-Å �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ (p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . );P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ (P = fp1; p2; p3; : : : g);�(x) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x 2 N;log x | Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ x (Ô. Å. log2 x). � � �úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n 2 N Á) pn+1 6 p1 � p2 � � � � pn + 1; Â) pn 6 22n�1 .úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(x) > log log x �ÒÉ x > 2.



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ n 2 N. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F n : N ! N ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: F n ÅÓÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x, ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔÍÎÏÖÅÓÔ×Õ fp1; p2; : : : ; png.úÁÄÁÞÁ 3. Á) îÁÊÄÉÔÅ F 3(57); Â) îÁÊÄÉÔÅ F n(x) �ÒÉ x < pn+1.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F n(x) 6 2n � px.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; Â) �(x) > 0; 5 � log x; ×)* ÒÑÄ 1p1 + 1p2 + : : : ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.� � �úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) Qn<p62n;p2P p < Cn2n < 22n; Â) Qn+1<p62n+1;p2P p < Cn2n+1 < 22n; ×) Qp6x;p2P p < 22x.úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) (�(x)� �([px℄)) � logpx < 2x;Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ 1 2 R, ÞÔÏ �(x) 6 1 � xlog x �ÒÉ x > 2.úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ n 2 N, p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p ×ÈÏÄÉÔ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÞÉÓÌÁ n! × ÓÔÅ�ÅÎÉ mPi=1[n=pi℄, ÇÄÅ m = [logp n℄.úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, �p | ÓÔÅ�ÅÎØ, × ËÏÔÏÒÏÊ p ×ÈÏÄÉÔ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÞÉÓÌÁ Cn2n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �p 6 [logp 2n℄.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: Á) 22n2n+ 1 6 Cn2n; Â) Cn2n 6 Qp62n;p2P p[logp 2n℄.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) 2n� log(2n+ 1) 6 �(2n) � log 2n;Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ 2 2 R, ÞÔÏ �(x) > 2 � xlog x �ÒÉ x > 2.� � �úÁÄÁÞÁ 12*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ x 2 N Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á0;9 � xlog x 6 �(x) 6 4;1 � xlog x:úÁÄÁÞÁ 13*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n 2 N ÍÅÖÄÕ n É 5n ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 14. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 9 ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:Á) �p 6 1 �ÒÉ p > p2n; Â) �p = 0 �ÒÉ 2n=3 < p 6 n.úÁÄÁÞÁ 15*. (ðÏÓÔÕÌÁÔ âÅÒÔÒÁÎÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n 2 N ÍÅÖÄÕn É 2n ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.





çÌÁ×Á 3.ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÍÅÒÏ�ÒÉÑÔÉÑ
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ 10.2003÷ÁÒÉÁÎÔ 1, 13.10.2003úÁÄÁÞÁ 1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÄ×Á ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ?úÁÄÁÞÁ 2. ðÏÓÌÅ ÕÒÏËÏ× 12 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÅÛÉÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÏÍ�ÁÎÉÉ: �ÅÒ×ÁÑ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔÓÑ ÎÁ�ÒÏÇÕÌËÕ �Ï ÇÏÒÏÄÕ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÁÎÑÔÉÅ �Ï ÇÅÏÇÒÁÆÉÉ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 3. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ Ä×Å ÂÅÌÙÅ É Ä×Å Þ£ÒÎÙÅÌÁÄØÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÅÌÙÅ ÎÅ ÂÉÌÉ Þ£ÒÎÙÈ? (ìÁÄØÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙ. ÷ÒÁÝÁÔØ ÄÏÓËÕÎÅÌØÚÑ.)úÁÄÁÞÁ 4. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔËÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÉ ÂÕËÅÔÁ:ÏÄÉÎ | ÉÚ ÔÒÅÈ �×ÅÔËÏ×, ÄÒÕÇÏÊ | ÉÚ �ÑÔÉ, ÔÒÅÔÉÊ | ÉÚ ÓÅÍÉ?úÁÄÁÞÁ 5. ó�ÒÁ×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÓÅÔØ ÄÏÒÏÇ. éÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÑÔ 210 ÞÅ-ÌÏ×ÅË. ðÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÄ£Ô ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÏÌÏ×ÉÎÁ | ÎÁÌÅ×Ï. äÏÊÄÑ ÄÏ �ÅÒ×ÏÇÏ�ÅÒÅËÒ£ÓÔËÁ, ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÅÌÉÔÓÑ: �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÉÄÅÔ ÎÁ�ÒÁ×Ï, �ÏÌÏ×É-ÎÁ | ÎÁÌÅ×Ï. �ÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÅ.óËÏÌØËÏ ÌÀÄÅÊ �ÒÉÄ£Ô × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÅÒÅËÒ£ÓÔËÏ× ÄÅÓÑÔÏÇÏ ÒÑÄÁ?

�� �� � �� � � �� � � � �äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÙÅ 4 ÚÁÄÁÞÉ.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁúÁÄÁÞÁ 6*. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ 10 ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÓÁÍÏ�Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÌÏÍÁÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ?÷ÁÒÉÁÎÔ 2, 30.10.2003úÁÄÁÞÁ 7. õ ðÅÔÉ ÅÓÔØ 5 ËÎÉÇ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, Á Õ ÷ÁÓÉ | 7 (×ÓÅ ËÎÉÇÉ ÒÁÚÎÙÅ). óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏ-ÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏÂÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÒÅÍÑ ËÎÉÇÁÍÉ (ÔÒÉ ËÎÉÇÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ËÎÉÇÉ ÄÒÕÇÏÇÏ)?úÁÄÁÞÁ 8. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ 2 �ÉÆÒÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ?úÁÄÁÞÁ 9. Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ËÁÒÍÁÎÁ 9 ÍÏÎÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á? Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÏ ËÁÒÍÁÎÏ× 3.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: C0n + C1n+1 + C2n+2 + � � �+ Cm�1n+m�1 = Cm�1n+m.123



óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÔÅÍÅ �íÎÏÖÅÓÔ×Á� 124úÁÄÁÞÁ 11. äÁÎÁ ÂÅÌÁÑ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÄÏÓËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 10 � 10 ËÌÅÔÏË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏÏËÒÁÓÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ÜÔÏÊ ÄÏÓËÉ × ÞÅÒÎÙÊ �×ÅÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÞÅÒÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÄÏÓËÉ?äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÙÅ 4 ÚÁÄÁÞÉ.óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÔÅÍÅ �ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ� 12.2003úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ?úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ a É b| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ Á) ÞÉÓÌÁ a É b=(a; b) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ;Â) ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ a É b=(a; b) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ b É a=(a; b) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ?úÁÄÁÞÁ 3. óËÏÌØËÏ Ä×ÏÅË × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ 1001 � 1002 � : : : � 2000 ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?úÁÄÁÞÁ 4. þÉÓÌÏ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ 1 É×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1, 2, . . . , n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 2, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 3 (É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ).úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ÞÉÓÌÏ (k � 1)! ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k?úÁÄÁÞÁ 7. þÉÓÌÁ a É b ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, (a; b) = d. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y ÉÍÅÅÔÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ax+ by = ab?äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÙÅ 6 ÚÁÄÁÞ.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁúÁÄÁÞÁ 8. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. äÒÏÂØ m+ 2003n2003m+ n ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÞÉ-ÓÌÏ k. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k?óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÔÅÍÅ �íÎÏÖÅÓÔ×Á� 26.02.2004úÁÄÁÞÁ 1. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ n ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : X ! Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, A � X, B � Y .ïÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A � X �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ff(x) j x 2 Ag (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:f(A)).ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B � Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fx 2 X j f(x) 2 Bg (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f�1(B)).úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f : X ! Y , A1; A2 � X, B1; B2 � Y . ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏÁ) f(X) = Y ; Â) f�1(Y ) = X;×) f(A1 [A2) = f(A1) [ f(A2); Ç) f(A1 \A2) = f(A1) \ f(A2);Ä) f�1(B1 [B2) = f�1(B1) [ f�1(B2); Å) f�1(B1 \B2) = f�1(B1) \ f�1(B2);Ö) ÅÓÌÉ f(A1) � f(A2), ÔÏ A1 � A2; Ú) ÅÓÌÉ f�1(B1) � f�1(B2), ÔÏ B1 � B2.úÁÄÁÞÁ 3. ìÀÂÏÅ ÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á?úÁÄÁÞÁ 4. éÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÕÄÁÌÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É �ÏÌÕÞÉÌÉ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M É M 0 ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.úÁÄÁÞÁ 5. ÷ ÑÝÉËÅ A ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÅÈÏ×, Á ÑÝÉËÉ B É C �ÕÓÔÙÅ. ëÏÌÑ ÂÅÒ£Ô 10 ÏÒÅÈÏ× ÉÚ ÑÝÉËÁA É �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÉÈ × ÑÝÉË B, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ðÅÔÑ ÂÅÒ£Ô ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ ÉÚ ÑÝÉËÁ B É �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÅÔ



125 úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 8 { 13ÅÇÏ × ÑÝÉË C. óËÏÌØËÏ ÏÒÅÈÏ× ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÑÝÉËÏ× × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ?úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× f : A ! B × ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b 2 B ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑÎÅ�ÕÓÔÏÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÅ; Â) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ AÓÞ£ÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÓÞ£ÔÎÏ?úÁÄÁÞÁ 7. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 8. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 9. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 8 { 13 05.2004íÎÏÖÅÓÔ×ÁúÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (x; y; z), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ0 < x < y < z < 21, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (a; b; ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ0 6 a 6 b 6  6 17.úÁÄÁÞÁ 2. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ?úÁÄÁÞÁ 3. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑÌÏÍÁÎÙÅ, Ú×ÅÎØÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÕÔ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÌÏÍÁÎÙÅ, Ú×Å-ÎØÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÕÔ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË, Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ (0; 0) É ËÏÎ�ÏÍ × ÔÏÞËÅ (1; 1). óÞ£ÔÎÏ ÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 6. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÓÞ£ÔÎÏ. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A [ B ÉA?úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÔ-ÒÅÚËÁ?úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 9. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ ÏÔÒÅÚËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË [0; 1℄ [ [2; 3℄ [ [4; 5℄ [ : : : ?úÁÄÁÞÁ 10. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÞ£ÔÎÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA�B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ.úÁÄÁÞÁ 11. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ �ÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x �ÅÌÁÑ?úÁÄÁÞÁ 12. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ)?úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ,ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 14. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 15. òÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ?



úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 8 { 13 126úÁÄÁÞÁ 16. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ (ÒÅÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË)?úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É A�A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË ÏÔ-ÒÅÚËÁ.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ.úÁÄÁÞÁ 20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏ-ÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ.úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ËÕÂÁ (ÓÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ) ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅËÏÔÒÅÚËÁ.úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï�ÅÎËÉúÁÄÁÞÁ 24. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ 5a + 4=a �ÒÉ a > 0. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÏÎÏ ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔÓÑ?úÁÄÁÞÁ 25. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ 3a2 + 2=a2 �ÒÉ a 6= 0. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÏÎÏÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?úÁÄÁÞÁ 26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ a ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (1 + a)n > 1 + a � n+ a2 � n(n� 1)2 + a3 � n(n� 1)(n� 2)6 :úÁÄÁÞÁ 27. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 3n + n10 > 2n + n1000 �ÒÉ n� 0?úÁÄÁÞÁ 28. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 10 � n! + 100n < nn + 2n �ÒÉ n� 0?úÁÄÁÞÁ 29. ëÁËÉÈ 100-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ × Ó×ÏÅÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ 7 ÉÌÉ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ?úÁÄÁÞÁ 30. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ �ÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n� 0: 99n + 100n ÉÌÉ 101n?úÁÄÁÞÁ 31. õËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ n � (0;99)n < 0;01.úÁÄÁÞÁ 32. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: 10001000 ÉÌÉ 1001999?úÁÄÁÞÁ 33. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ k > N ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï 100 � k5 + k3 + 1000 < k6.úÁÄÁÞÁ 34. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï k3 � 5 � k2 + 12 � k + 41 < C � k4.úÁÄÁÞÁ 35. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 11! + 12! + : : :+ 1n! > �1 + 1n�n.úÁÄÁÞÁ 36. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ n� 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1p1 � 2 + 1p2 � 3 + 1p3 � 4 + : : :+ 1pn(n+ 1) > 1000?úÁÄÁÞÁ 37. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ×ÅÌÉÞÉÎÁ n2(1; 1)n �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ?



127 úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 8 { 13úÁÄÁÞÁ 38. äÁÎÏ 10 ÞÉÓÅÌ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÓÕÍÍÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ 2. ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÓÕÍÍÙ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ 3?úÁÄÁÞÁ 39. óËÏÌØËÏ �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 240?úÁÄÁÞÁ 40. óËÏÌØËÏ �ÉÆÒ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 2100?úÁÄÁÞÁ 41. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x; y ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + 4x2 + 1 = y3.úÁÄÁÞÁ 42. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xx + yy = zz ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y, z?úÁÄÁÞÁ 43. òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (x; y; z) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xy + yz + xz = xyz + 2.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É �ÒÅÄÅÌÙúÁÄÁÞÁ 44. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, �ÒÉÞ£Í xn > 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. ïÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1=xn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ?úÁÄÁÞÁ 45. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an) É (bn) ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (anbn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁ-ÌÁÑ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (an), (bn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ?úÁÄÁÞÁ 46. äÁÎÙ Ä×Å �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: (xn) É (yn). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x2n + y2nÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (xn) É (yn) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ.úÁÄÁÞÁ 47. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an + bn) ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ (an)É (bn) ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ?úÁÄÁÞÁ 48. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an) É (anbn) ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ (bn) ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌ?úÁÄÁÞÁ 49. ÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.úÁÄÁÞÁ 50. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) É (yn) ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌ. óÏÓÔÁ×ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ x1; y1; x2; y2; : : : ; xn; yn; : : : . ëÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ?úÁÄÁÞÁ 51. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÇÄÅ xn = np2 �ÒÉ n 2 N.úÁÄÁÞÁ 52. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 n � sinnn2 + 1 .úÁÄÁÞÁ 53. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 (n+pn) � osnn2 + 4n� 2 .úÁÄÁÞÁ 54. îÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÆÕÎË�ÉÉ y = x2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ An É Bn Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ �1=n É 1=n ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØMn | �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ An, Bn É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË (Mn) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.úÁÄÁÞÁ 55. îÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ xy = 1 ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ An É Bn Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ n=(n + 1) É (n + 1)=n ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (n = 1; 2; 3; : : : ). ðÕÓÔØ Mn | �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ An, Bn É×ÅÒÛÉÎÕ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ. ë ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Mn)?úÁÄÁÞÁ 56. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï limn!1 n2003(n+ 1)k � nk = 12004?úÁÄÁÞÁ 57. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï limn!1 nk � (n� 1)kn2003 = 2004?úÁÄÁÞÁ 58. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1(n�pn2 + 5n).úÁÄÁÞÁ 59. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 2n + n33n + n2 .úÁÄÁÞÁ 60. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!+1 np1n + 2n + � � � + 9n.úÁÄÁÞÁ 61. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 10nn! .úÁÄÁÞÁ 62. îÁÊÄÉÔÅ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ y = x2, ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É�ÒÑÍÙÍÉ x = 1 É x = 2.



úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÔÅÍÁÍ �äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ� É �îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ� 128úÁÄÁÞÁ 63. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× É ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ 0. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an+1an ) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ �. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �.úÁÄÁÞÁ 64. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁËÏÎÕ: �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ xn+1 = axn + 1. ðÒÉËÁËÉÈ a �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÒÅÄÅÌ?úÁÄÁÞÁ 65. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an), ÅÓÌÉ a1 = 0 É an+1 = (an + 3)=4 �ÒÉ n 2 N.úÁÄÁÞÁ 66. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË (Mn) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: M1 =A, M2 = B, Mn+2 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ MnMn+1 �ÒÉ n 2 N. ë ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ AB ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ (Mn)?úÁÄÁÞÁ 67. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ 0 É 1, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 68. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 n2 + n+ 1(n+ 1)2 .úÁÄÁÞÁ 69. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 1 + 2 + 3 + � � �+ nn+ 2 � n2 .úÁÄÁÞÁ 70. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 1� 2 + 3� � � � � 2npn2 + 1 .úÁÄÁÞÁ 71. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1 1 � 2 + 2 � 3 + � � �+ n � (n+ 1)n3 .úÁÄÁÞÁ 72. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ limn!1n � (pn2 + 1� n).úÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÞ£ÔÕ �Ï ÔÅÍÁÍ �äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ� É �îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ� 01.02.2005úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ bp3, ÇÄÅ a; b 2 Q , Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. Â) ðÏÌÎÏÅ ÜÔÏ �ÏÌÅ ÉÌÉ ÎÅÔ?úÁÄÁÞÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÌÉÂÏ Ó ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fa1; a2; a3; : : : g, ÌÉÂÏ Ó ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊÇÒÁÎØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ 4. éÍÅÅÔ ÌÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (xn), ÇÄÅ �ÒÉ n 2 Nxn = �1� 12� ��1� 14� � � � � ��1� 12n�?úÁÄÁÞÁ 5. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ x, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: �ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË�.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn!1�1 + 12n�n = pe.úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ a1 = 1, an+1 = an + 1an �ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an)?úÁÄÁÞÁ 8. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. ïÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ yn | �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn), ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑÔÁËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (kn) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ yn = xkn �ÒÉ ×ÓÅÈn 2 N.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (xn) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.



129 ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 17 { 20úÁÄÁÞÁ 10. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?úÁÄÁÞÁ 11. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A1 � A2 � A3 � : : : ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÏ× (ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ?úÁÄÁÞÁ 12. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, �ÒÉÞ£Í f(0) > 0, f(1) 6 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ a É b ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÞÔÏ ja� bj < 0;001 É f(a) > 0, f(b) 6 0.úÁÄÁÞÁ 13. ûËÏÌØÎÉË ÎÁ ÚÁÞ£ÔÅ ÄÁÌ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ a:�ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 (a�Æ; a+Æ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ jf(x)�f(a)j 6"�.Á) âÕÄÅÔ ÌÉ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ� �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ × ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x2?Â) ëÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÉÓÁÎÏ ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ?úÁÄÁÞÁ 14. äÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ R, É ÞÉÓÌÏ k > 0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀg(x) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: g(x) = 8><>:k; ÅÓÌÉ f(x) > k;f(x); ÅÓÌÉ jf(x)j 6 k;�k; ÅÓÌÉ f(x) < �k.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ R (ÆÕÎË�ÉÑ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÒÅÚËÏÊ� ÆÕÎË�ÉÉ f).úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R, É �ÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(f(x)) = x ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ.úÁÄÁÞÁ 16. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ä×ÁÖÄÙ (ÎÁÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ x1; x2 2 [a; b℄, ÞÔÏ jx1�x2j < "É f(x1) = f(x2).úÁÄÁÞÁ 17. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏf ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ R, ÌÉÂÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÒÉÖÄÙ.úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ f : R ! R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, (a; b) | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊÄÏ ÔÏÞËÉ (a; b) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ fÄÏ (a; b)).úÁÄÁÞÁ 19. úÁ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ x 2 (0; 1) × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ x = 0;a1a2a3 : : : (ÂÅÚ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÅ×ÑÔÏË �ÏÄÒÑÄ), É �ÏÌÏÖÉÍ f(x) = 0;0a10a20a3 : : : . âÕÄÅÔ ÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ(0; 1)?úÁÄÁÞÁ 20. úÁ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ x 2 (0; 1) × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: x = 0;a1a2a3 : : : (ÂÅÚ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ä×ÏÅË �ÏÄÒÑÄ), É �ÏÌÏÖÉÍ f(x) = a1=10+a2=102+a3=103+: : : . âÕÄÅÔ ÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÎÁ (0; 1)?úÁÄÁÞÁ 21. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ R. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I � R ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÅÍÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ÞÉÓÌÏ !I(f) = supff(x) j x 2 Ig� infff(x) j x 2 Ig. ëÏÌÅÂÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉf × ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ !a(f) = inff!I j I � R; a 2 Ig. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ aÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ !a(f) = 0.úÁÄÁÞÁ 22*. ðÏ�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÕÞÉ OA, OB É OC É ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ T , ÞÔÏ ÌÕÞÉ OA, OB É OC ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË T (M) ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ.ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 17 { 20 01.02.2005úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ bp3, ÇÄÅ a; b 2 Q , Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. Â) ðÏÌÎÏÅ ÜÔÏ �ÏÌÅ ÉÌÉ ÎÅÔ?



úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 15 { 23 130úÁÄÁÞÁ 2. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. ïÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ?
0
y

x1òÉÓ. 3.1.
úÁÄÁÞÁ 3. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÎÁ ÒÉÓ. 3.1. îÁÒÉÓÕÊ-ÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f � jx� 3j2 + 1�.úÁÄÁÞÁ 4. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, �ÒÉÞ£Í f(0) >0, f(1) 6 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ a Éb ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÞÔÏ ja� bj < 0;001 É f(a) > 0, f(b) 6 0.úÁÄÁÞÁ 5. ûËÏÌØÎÉË ÎÁ ÚÁÞ£ÔÅ ÄÁÌ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) × ÔÏÞËÅ a:�ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æ > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏx 2 (a� Æ; a + Æ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ jf(x)� f(a)j 6 "�.Á) âÕÄÅÔ ÌÉ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ� �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ × ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x2?Â) ëÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÉÓÁÎÏ ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ?úÁÄÁÞÁ 6. äÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÑ f(x), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ R, É ÞÉÓÌÏ k > 0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀg(x) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: g(x) = 8><>:k; ÅÓÌÉ f(x) > k;f(x); ÅÓÌÉ jf(x)j 6 k;�k; ÅÓÌÉ f(x) < �k.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ R (ÆÕÎË�ÉÑ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÒÅÚËÏÊ� ÆÕÎË�ÉÉ f).äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ N ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÙÅ N ÚÁÄÁÞ.ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 11.02.2005úÁÄÁÞÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÉÓÌÏ p2 É ÞÉÓÌÏ p3, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 2. æÕÎË�ÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÉÚÏÔÒÅÚËÁ [f(a); f(b)℄ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ  2 [a; b℄, ÞÔÏ f() = k. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄?úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ a1 = 1, an+1 = an + 1an �ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an)?úÁÄÁÞÁ 4. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. äÌÑ x 2 [a; b℄ �ÕÓÔØ g(x) = minff(x) j x 2 [a;x℄g.ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ f(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄?äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁúÁÄÁÞÁ 5. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn 2 (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ z 2 (a; b), ÞÔÏ f(z) = (f(x1) + � � � + f(xn))=n.úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 15 { 23 04.2005úÁÄÁÞÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏn ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(f(: : : f(x)))| {z }n ÂÕË× �f� = 0 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ 2n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ?úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍÑÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ.



131 úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 15 { 23úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ �1hf(x) = f(x+ h)� f(x), �m+1h f(x) = �1h (�mh f(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �m+1h f(x) = 0�ÒÉ ÌÀÂÙÈ x; h 2 R.úÁÄÁÞÁ 4. äÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ f1; f2; : : : (×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁR É �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊg1; g2; : : : ; gN (ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ R É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,f1(x) = g2(g1(g2(x))) �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R)?úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xP (x � 1) = (x � 26)P (x) ×ÅÒÎÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R.úÁÄÁÞÁ 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÉÓÌÏ p2 É ÞÉÓÌÏ p3, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; x2 2 R ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x1)� f(x2) 6 12 jx1 � x2j.Á) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R?Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÅ 1, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ z2 + (1 + i)z �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 9. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 5.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 5.úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ � 2 R | ËÏÒÅÎØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ Q [x℄ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ fP (�) j P (x) 2 Q [x℄g Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÅÍ (ÜÔÏ �ÏÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q(�));Â) Q(�) = fq0 + q1�+ q2�2 + � � � + qn�1�n�1 j q0; q1; : : : ; qn�1 2 Qg;×) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ Q(�) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Â) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÁÄÁÞÁ 11. Á) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ).Â) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x; y), ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ b 2 R ÆÕÎË�ÉÑ f(x; b) ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁR ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ a 2 R ÆÕÎË�ÉÑ f(a; y) ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ R ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ y,ÎÏ f(x; y) ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ (0; 0).úÁÄÁÞÁ 12. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A1 � A2 � A3 � : : : ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏ×. ïÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ËÒÕÇÁÍ?úÁÄÁÞÁ 13. îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a+bi ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙ-ÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (0; 0) É (1; 0) ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞËÕ (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ; Â) ÅÓÌÉ z ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ,ÔÏ �z É pz ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙ. (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ:1) �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË, �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ;2) �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÅÓÌÉ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ r;3) �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.)úÁÄÁÞÁ 14. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍz = 1 + ti1� ti , ÇÄÅ t 2 R.úÁÄÁÞÁ 15. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ �2 + i2� i�n = 1?úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(x) ÔÁËÏ×, ÞÔÏ A(x) = A(1 � x) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x), ÞÔÏ A(x) = P ((x� 0;5)2) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x.



úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 15 { 23 132úÁÄÁÞÁ 17. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn 2 (a; b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ z 2 (a; b), ÞÔÏ f(z) = (f(x1) + � � � + f(xn))=n.úÁÄÁÞÁ 18. ðÕÓÔØ k É n| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÉÅ 1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉn ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ kn ÉÚ ÞÉÓÌÁ zk?úÁÄÁÞÁ 19. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q . íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?úÁÄÁÞÁ 20. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (x) É Q(x) ÉÚ R(x), ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏr �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ r = P (k)=Q(k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k?úÁÄÁÞÁ 21. ðÕÓÔØ p(x) | ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ ÞÉÓÌÅ n ÌÉÂÏ p(n) ÄÅÌÉÔ p(n+p(n)), ÌÉÂÏ p(n) = p(n+p(n)) = 0.Â) íÏÇÕÔ ÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ p(0), p(1), p(2), . . . ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍÉ?úÁÄÁÞÁ 22. ðÕÓÔØ p(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a� b ÄÅÌÉÔ p(a)� p(b) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ a É b.Â) ðÕÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ p(x) = 1 É p(x) = 3 ÉÍÅÀÔ �ÅÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ p(x) = 2 ÉÍÅÔØÄ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ?úÁÄÁÞÁ 23. ðÕÓÔØ f(x) É g(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) � g(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 24. äÁÎÙ Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b. ï�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ z 2 C , ÞÔÏ (z � a)=(z �b) | Á) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; Â) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 25. ðÕÓÔØm É n|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u(x) É v(x), ÞÔÏ xmu(x)+(1� x)nv(x) = 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R.úÁÄÁÞÁ 26. ðÕÓÔØ a1 = 1, an+1 = an + 1a1 + � � �+ an �ÒÉ ×ÓÅÈ n 2 N. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ (an)?úÁÄÁÞÁ 27. ðÕÓÔØ z1; z2 2 C , � 2 R, � > 0. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ z, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ����z � z1z � z2 ���� = �.úÁÄÁÞÁ 28. ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÒÕÇÓ �ÅÎÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÏËÒÙÔÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÕÇÏ×, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔ.úÁÄÁÞÁ 29. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÔÁËÏ×, ÞÔÏ f(xn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x�1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(xn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ xn�1.úÁÄÁÞÁ 30. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q . íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?úÁÄÁÞÁ 31. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x) = f(2x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R.úÁÄÁÞÁ 32. Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x � a)(x � 10) + 1 ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑÎÁ Ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ a1; : : : ; an ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x � a1) : : : (x � an) + 1 ÒÁÓ-ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ?úÁÄÁÞÁ 33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ z1, z2, z3 ÌÅÖÁÔÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �1; �2; �3, ÎÅ ×ÓÅÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �1z1 + �2z2 + �3z3 = 0 É �1 + �2 + �3 = 0.úÁÄÁÞÁ 34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x�a1) : : : (x�an)�1 ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈÞÉÓÌÁÈ a1; : : : ; an.úÁÄÁÞÁ 35. ðÕÓÔØ 1; 2; : : : ; n; z | ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ1z � 1 + 1z � 2 + � � �+ 1z � n = 0;



133 úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 24 { 25�ÒÉÞ£Í ÔÏÞËÉ 1; 2; : : : ; n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁz ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 36. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× x480 � 1 É x36 + 1.úÁÄÁÞÁ 37. ðÕÓÔØ n É k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, (xi) | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÒÉÞ£Í limi!1xi = 1 É �ÒÉ×ÓÅÈ i 2 N ×ÅÒÎÏ xi 6= 1. îÁÊÄÉÔÅ limi!1� n1� xni � k1� xki � :úÁÄÁÞÁ 38. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 R �ÕÓÔØ f(x) = limm!1� limn!1 os2n(2�xm!)�. ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÚ RÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ f?úÁÄÁÞÁ 39. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Q . íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?úÁÄÁÞÁ 40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ �ÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÄ×ÕÍÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 41. ðÕÓÔØ f : R ! R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, (a; b) | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊÄÏ ÔÏÞËÉ (a; b) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÆÉËÁ fÄÏ (a; b)).úÁÄÁÞÁ 42. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÔÁËÏ×, ÞÔÏ f(xn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x�1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(xn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ xn�1.úÁÄÁÞÁ 43. ðÕÓÔØ z | ÔÁËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ z + 1=z = 2 os� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÇÌÁ �.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ zn + 1=zn = 2 osn� ÄÌÑ n 2 N.úÁÄÁÞÉ ÉÚ ÚÁÞ£ÔÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÌÉÓÔËÁÍ 24 { 25 10.2005úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÏÎÉÖÁÅÔÓÑÎÁ 1.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ R[x℄ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.×) íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q [x℄, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ Q , ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ f | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÉÍÅÅÔ nÒÅÛÅÎÉÊ. Á) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f 0(x) = 0? Â) á ÅÓÌÉ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ f(x) = (x� a1)r1 � � � � � (x� an)rn , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ,Á ÞÉÓÌÁ r1; : : : ; rn | �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f 0(x)f(x) = r1x�a1 + � � �+ rnx�an :úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁ R ÆÕÎË�ÉÉ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f 00(x) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R.úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ  2 R É f(x)!  �ÒÉ x! +1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f 0(x)! 0 �ÒÉ x! +1?Â) ðÕÓÔØ f 0(x)! 0 �ÒÉ x! +1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f(x)!  �ÒÉ x! +1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  2 R?úÁÄÁÞÁ 6. äÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ Ä×Å ÓÒÅÄÙ. �ÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ D ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l, ÞÔÏÂÙ ×ÒÅÍÑ �ÒÅÏÄÏÌÅÎÉÑ Ó×ÅÔÏÍ �ÕÔÉ ADB ÂÙÌÏ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÍ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ Ó×ÅÔÁ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÒÅÄÅ v1, Á × ÎÉÖÎÅÊ | v2.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ sin�1= sin�2 = v1=v2, ÇÄÅ �1 É �2 | ÕÇÌÙ,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÍÉ AD É BD Ó �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ D �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ l.úÁÄÁÞÁ 7. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î1) ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y =f(x). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ: Á) y = f 0(x);Â) y = F (x), ÇÄÅ F (0) = 0 É F 0(x) = f(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x.1)ëÁÖÄÏÍÕ ÛËÏÌØÎÉËÕ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ ÒÉÓÕÎÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÍÕ ÎÁ ÌÉÓÔËÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÉÓÏ×ÁÌ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌØ.



ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 134úÁÄÁÞÁ 8. æÕÎË�ÉÉ f(x) É g(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ×ÓÀÄÕ ÎÁ R, �ÒÉÞ£Í É f 0 É g0ËÁÖÄÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. óËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(g(x))? (õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ).úÁÄÁÞÁ 9. üÌÌÉ�Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈÄÏ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË F1 É F2 �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ s. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÏÔÒÁÖ£ÎÎÙÍ ÏÔ ÜÌÌÉ�ÓÁ�ÏÔÏËÏÍ ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Ó×ÅÔÁ × F1?úÁÄÁÞÁ 10. çÉ�ÅÒÂÏÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË F1 É F2 �ÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁ×ÎÁ s. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÔÏË ÌÕÞÅÊ ÏÔÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Ó×ÅÔÁ × F1, ÏÔÒÁÚÉ×ÛÉÓØ ÏÔ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ, �ÒÅÄÓÔÁÎÅÔ ÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÀËÁË �ÏÔÏË ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ × F2 (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).úÁÄÁÞÁ 11*. æÕÎË�ÉÑ f(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(0) =f(1) = 0 É max f(x) = 1 (�ÒÉ 0 6 x 6 1). îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x0 2 [0; 1℄, ÞÔÏ Á) jf 0(x0)j > 2;Â) jf 0(x0)j > 2?úÁÄÁÞÁ 12. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ �ÁÒÁÂÏÌÕ y = x2 ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, �ÒÉÞ£Í × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Õ �ÁÒÁÂÏÌÙ ÉÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, Á × ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÔ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ r).úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ f(x) = (x�a1)r1 � � � � � (x�an)rn , ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ a1; : : : ; an ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ,Á ÞÉÓÌÁ r1; : : : ; rn | �ÅÌÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f 0(x)f(x) = r1x�a1 + � � �+ rnx�an :úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limx!+1 f(x)=x = 1. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÉÍÅÅÔ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÕ?úÁÄÁÞÁ 15. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ y = (x2 sin 1x ; ÅÓÌÉ x 6= 0;0; ÅÓÌÉ x = 0Á) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ R; Â) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ R?úÁÄÁÞÁ 16. ÷ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË �ÒÑÍÁÑ ÍÏÖÅÔ ËÁÓÁÔØÓÑ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ?úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ f : R ! R ×Ù�ÕËÌÁ ÎÁ R. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÇÒÁÆÉË f ÉÍÅÅÔ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ�ÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ; Â) ÅÓÌÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ f �ÏÓÔÏÑÎÎÁ?úÁÄÁÞÁ 18. æÕÎË�ÉÉ f(x) É g(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ×ÓÀÄÕ ÎÁ R, �ÒÉÞ£Í É f 0 É g0ËÁÖÄÁÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. óËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f(g(x))?úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ R. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f 0(x) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ R?úÁÄÁÞÁ 20. ëÁËÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r ËÒÕÇÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ y 6 x2 É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ?úÁÄÁÞÁ 21. ÷ ËÒÕÇÌÙÊ ÂÏËÁÌ, ÏÓÅ×ÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = x2, Ï�ÕÓËÁÀÔ ×É-ÛÅÎËÕ | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÏÍ r. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ r ÛÁÒ ËÏÓÎ£ÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÄÎÁ? (äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁËÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r ËÒÕÇÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÏÂÌÁÓÔÉ y 6 x2 É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ)? ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 01.2006úÁÄÁÞÁ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÕ Fn, ÚÁÄÁÎÎÕÀÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 2xn + (3y)n < 1. ðÕÓÔØ F | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÆÉÇÕÒ F1, F2, . . . îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÕ F .ëÁËÏ×Á ÅÅ �ÌÏÝÁÄØ?úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å.



1) ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉ�Á,2Z1 (ln 2x)0 dx = 2Z1 (lnx)0 dx = ln2� ln 1 = ln2:2) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (2x$ u),2Z1 (ln 2x)0 dx = 12 4Z2 (lnu)0 du = 12(ln 4� ln 2) = 12 ln 2:3) ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ: ln 2 = 12 ln 2.





çÌÁ×Á 4.íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÉÚ �ÒÏÛÌÙÈ ËÕÒÓÏ×
òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ 03.97ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. òÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓØÀ Ä×ÕÈ ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË M , ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ M Ë ÜÔÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ, ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÌÉÎÙ.úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ | �ÒÑÍÁÑ. îÁ-�ÉÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ R1 É R2, Á ÉÈ �ÅÎÔÒÙÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�a; 0) É (a; 0) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ Ë ÎÉÍ × ÔÏÞËÅ A, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ Ä×ÕÈ ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S1 É S2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÎÔÒÏ× ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É S1, É S2.ðÕÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÞËÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕ-ÌÑÒÎÙÈ Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ S1 É S2. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉS1 É S2 ÚÁÄÁÀÔ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÕÞËÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ Ä×ÕÍÑ Á) �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ (ÎÏ ÎÅ ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ); Â) ËÁ-ÓÁÀÝÉÍÉÓÑ; ×) ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ä×ÕÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ ÏÄÎÏÇÏ�ÕÞËÁ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ×ÓÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ �ÕÞËÁ.úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ×ÓÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÄÁÎÎÏÇÏ �ÕÞËÁ, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÞËÏÍ (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍ ÄÁÎÎÏÍÕ).úÁÄÁÞÁ 7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÕÞËÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ �ÕÞËÁÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 4.úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ�ÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÏÔ �ÕÞÏË. (�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÏÓØ | ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÕÞËÁ.)úÁÄÁÞÁ 9. Á) ðÕÓÔØ �ÕÞÏË ÚÁÄÁÎ Ä×ÕÍÑ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ (ÎÏ ÎÅ ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÕÀ ÔÏÞËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ �ÒÑÍÁÑ �ÕÞËÁ.Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÕÞÏË, ËÁÓÁÀÔÓÑ?×) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÕÞÏË, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ?úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ�ÕÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. 137



òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ 138âÏÌØÛÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅúÁÄÁÞÁ 11. äÁÎÙ Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÁ-ËÉÈ ÔÏÞÅË M , ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÌÉÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÉÚ M Ë S1 É Ë S2, ÅÓÔØÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ l.úÁÄÁÞÁ 12. äÁÎÙ Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË M , ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÉÚ M Ë S1 É Ë S2, ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÏÅÞÉÓÌÏ k > 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÕÞËÁ, ÞÔÏ É S1 É S2. ðÒÉ ÜÔÏÍk2 = OO1=OO2, ÇÄÅ O;O1; O2 | �ÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ S; S1; S2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.úÁÄÁÞÁ 13. ðÒÑÍÁÑ l �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2 × ÔÏÞËÁÈ A;B É C;DÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ lA; lB ; lC ; lD | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ Ë S1 É S2 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ lA; lB Ó �ÒÑÍÙÍÉ lC ; lDÁ) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ S1 É S2, ÅÓÌÉ l �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ �ÏÄÏÂÉÑ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ;Â) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Â) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ �ÕÞËÕ, ÞÔÏ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 ÉS2.úÁÄÁÞÁ 14. äÁÎÙ Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2, �ÒÉÞ£Í S2 ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ S1. ðÕÓÔØ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÏÍÁÎÙÈ A1A2 : : : An É A01A02 : : : A0n ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1, Á ÉÈ Ú×ÅÎØÑ, Á ÔÁË ÖÅ ÏÔÒÅÚÏËAnA1, ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÏÔ 1 ÄÏ n ÔÏÞËÉ Ai É A0i ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ A1A01, A2A02, . . . , AnA0n ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞ£Í ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÕÞËÁ, ÞÔÏ É S1 É S2.úÁÄÁÞÁ 15. (âÏÌØÛÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÎÓÅÌÅ) ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÁ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ×ÎÅÛÎÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÕ, �ÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚ ÎÅ£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÉÚ ÎÅ£ ÓÎÏ×Á �ÒÏ×ÅÄ£Í ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ (ÏÔÌÉÞÎÕÀÏÔ ÕÖÅ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÊ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ n ÛÁÇÏ× ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀÔÏÞËÕ, ÔÏ Ó ËÁËÏÊ ÂÙ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÎÅÛÎÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÙ ÎÅ ÎÁÞÁÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÞÅÒÅÚn ÛÁÇÏ× ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÔÏÞËÕ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÉÎÁÌÉ.òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉúÁÄÁÞÁ 16. äÁÎÙ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÄÌÑËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÑÍÕÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÜÔÏÊ �ÁÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÔÒÉ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.úÁÄÁÞÁ 17*. (�ÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ) ûÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ï�ÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏÇÌÁ×ÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÏÂÝÉÅ ÈÏÒÄÙ ÔÒ£È �Ï�ÁÒÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ).úÁÄÁÞÁ 19*. äÁÎÙ ÔÏÞËÁ A É Ä×Å ÎÅËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2.Á) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A É �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍS1 É S2?Â) ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ)?úÁÄÁÞÁ 20*. Á) ðÕÓÔØ R É r | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÄÉÕÓÙ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ É ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ×ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, d| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ1R+ d + 1R� d = 1r :Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á) ÂÏÌØÛÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ n = 3.úÁÄÁÞÁ 21*. Á) ðÕÓÔØ R É r | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÄÉÕÓÙ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ É ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ×ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË, d | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ



139 üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÔÏÇÄÁ 1(R+ d)2 + 1(R� d)2 = 1r2 :Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÕÎËÔÁ Á) ÂÏÌØÛÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÏÎÓÅÌÅ ÄÌÑ n = 4.üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 01.99ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÓÅÒÉÀ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÉÌÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÇÕÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÓÈÏÄÙ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ. ðÒÉÍÅÒ |ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ, ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ | ×Ù�ÁÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 6.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ. ðÒÉÍÅÒ ÓÏÂÙÔÉÑ | ×Ù-�ÁÄÅÎÉÅ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÞËÏ× ÎÁ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ. óÏÂÙÔÉÅÍ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ ÓÏÂÙÔÉÀ A, ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅ A, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÂÙÔÉÅ A. óÕÍÍÏÊÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅ A [B, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ A;B. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅ A \ B (ÉÌÉAB), �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ É A, É B. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÓÏÂÙÔÉÅ �ÒÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÉ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ p, ÎÁ ÑÚÙËÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ p.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ (
;A; P ), ÇÄÅ
 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ);A| ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:i) ? 2 A; 
 2 A,ii) ÅÓÌÉ A;B 2 A, ÔÏ A 2 A; A [B 2 A É AB = A \B 2 A,(× ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ÚÁ A �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÂÙÞÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 
);P | ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P : A! R (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÉÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÏÊ), ÔÁËÁÑÞÔÏi) P (?) = 0, P (
) = 1, P (A) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A 2 A;ii) (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÅÓÌÉ A\B = ? (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ), ÔÏP (A [B) = P (A) + P (B);óÏÂÙÔÉÑ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 1, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÂÒÏÓÁÎÉÀ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÇÒÁÌØÎÙÈËÏÓÔÅÊ.Â) îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ �ÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÛÅÓÔÅÒËÉ.úÁÄÁÞÁ 2. Á) (÷ÙÂÏÒËÁ ÂÅÚ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ) ÷ ÕÒÎÅ M ÞÅÒÎÙÈ É N ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×. îÁÕÇÁÄ ×ÙÂÒÁÎÏ nÛÁÒÏ×, �ÒÉÞ£Í �ÏÓÌÅ ×ÚÑÔÉÑ ÉÚ ÕÒÎÙ ÛÁÒ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÁÚÁÄ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÔÁÝÉÔØÒÏ×ÎÏ m ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏ×?Â) (÷ÙÂÏÒËÁ Ó ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ Ó ÔÅÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÚÑÔÉÑ ÛÁÒ ËÌÁ-ÄÅÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÏ.úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ B | ÓÏÂÙÔÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ PB(A) ÓÏÂÙÔÉÑ A �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ B.úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ (
;A; PA), ÇÄÅ PA | ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.úÁÄÁÞÁ 5. ëÉÔÁÊÓËÏÅ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚÄÁÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁËÏÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ �ÅÌØÀ ÕÍÅÎØÛÉÔØ �ÒÉÒÏÓÔÎÁÓÅÌÅÎÉÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï×ÌÉÑÔØ ÎÁ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ. åÓÌÉ × ÓÅÍØÅ �ÅÒ×ÙÊ ÒÅÂÅÎÏË | ÍÁÌØÞÉË(ÎÁÓÌÅÄÎÉË), ÔÏ ÜÔÏÊ ÓÅÍØÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÔÅÊ. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÒ×ÙÊ ÒÅÂÅÎÏË | ÄÅ×ÏÞ-ËÁ, ÔÏ ÓÅÍØÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÅÓÔÉ ÅÝ£ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÅÎËÁ. ëÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÍÕÖÓËÏÇÏ



üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ 140ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ Ë ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÖÅÎÓËÏÇÏ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ × ëÉÔÁÅ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏÚÁËÏÎÁ? (ðÒÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÒÏÖÄÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÁÌØÞÉË, �ÒÉÎÉÍÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ1/2.)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ P (AB) = P (A) � P (B). óÏÂÙÔÉÑA1; : : : ; An ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 1 6 i1 < i2 < � � � < ik 6 n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (Ai1Ai2 : : : Aik) = P (Ai1) � P (Ai2) � � � � � P (Aik).úÁÄÁÞÁ 6. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ × ÓÏ×ÏËÕ�-ÎÏÓÔÉ?úÁÄÁÞÁ 7. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÞÅÎÉËÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ËÌÁÓÓÅ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑÄÎÅÊ ÒÏÖÄÅÎÉÑ Õ Ä×ÕÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1=2? (òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ.)úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÕÓÔØ A1; A2; : : : ; An | ÓÏÂÙÔÉÑ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 0. äÏËÁÖÉÔÅÔÅÏÒÅÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: P (A1A2 : : : An) = P (A1) � PA1(A2) � � � � � PA1:::An�1(An).Â) ðÕÓÔØ A1; A2; : : : ; An | �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ, �ÒÉÞ£Í A1 [A2 [ � � � [An = 
.äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ: P (B) = nPi=1P (Ai) � PAi(B) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ B.úÁÄÁÞÁ 9. óÔÕÄÅÎÔ ÷ÁÓÑ ×ÙÕÞÉÌ 3 ÂÉÌÅÔÁ ÉÚ 30. îÁ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉ 30 ÂÉÌÅÔÏ× (ËÁÖÄÙÊ | × ÏÄÎÏÍÜËÚÅÍ�ÌÑÒÅ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÓÔÏÌÅ, Á ÓÔÕÄÅÎÔÙ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÔÑÎÕÔ ÂÉÌÅÔÙ (ÅÓÌÉ ÓÔÕÄÅÎÔ ×ÙÔÑÎÕÌ ÂÉÌÅÔ,ÔÏ ÜÔÏÔ ÂÉÌÅÔ ÕÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÏÌÁ). ëÁËÉÍ ÎÕÖÎÏ ÔÑÎÕÔØ ÂÉÌÅÔ ÷ÁÓÅ, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÔÑÎÕÔØ ×ÙÕÞÅÎÎÙÊ ÂÉÌÅÔ?úÁÄÁÞÁ 10. �ÒÏÅ ÄÒÕÚÅÊ ÈÏÔÑÔ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ, ËÏÍÕ ÉÄÔÉ × ÍÁÇÁÚÉÎ ÚÁ ÓÏËÏÍ. ëÁË ÉÍ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ,ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÍÏÎÅÔÁ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÂÒÏÓÁÔØ)?çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.úÁÄÁÞÁ 11. ðÁÌËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÏÍÁÀÔ ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈÞÁÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË?úÁÄÁÞÁ 12. (úÁÄÁÞÁ âÀÆÆÏÎÁ) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÌÉÎÏ×ÁÎÎÕÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉ-ÍÉÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÂÒÏÛÅÎÁ ÉÇÌÁ ÄÌÉÎÏÊ l < a. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÇÌÙ Ó ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÑÍÏÊ.úÁÄÁÞÁ 13. íÏÎÅÔÕ ÒÁÄÉÕÓÏÍ r É ÔÏÌÝÉÎÏÊ d ÂÒÏÓÁÀÔ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ (ÓÏÕÄÁÒÅÎÉÅÎÅÕ�ÒÕÇÏÅ). ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÁ Õ�ÁÄÅÔ ÎÁ ÒÅÂÒÏ?óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ 
 | ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. þÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � : 
 ! RÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ � �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x1; x2; : : : ; xm Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉp1; p2; : : : ; pm ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (Ô. Å. ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ "� = xi" ÒÁ×ÎÁ pi).þÉÓÌÏ M� = mPk=1xkpk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �. íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �.þÉÓÌÏ D(�) =M(��M�)2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓ�ÅÒÓÉÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �. äÉÓ�ÅÒÓÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÏÔ ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.úÁÄÁÞÁ 14. þÅÌÏ×ÅË, ÉÍÅÀÝÉÊ n ËÌÀÞÅÊ, ÈÏÞÅÔ ÏÔ�ÅÒÅÔØ Ó×ÏÀ Ä×ÅÒØ, ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÑ ËÌÀÞÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÏÄÉÎ ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓ�ÅÒÓÉÀ ÞÉÓÌÁÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÎÅ�ÏÄÏÛÅÄÛÉÅ ËÌÀÞÉÁ) ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ; Â) ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ � É � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M(�+�) =M� +M�.



141 üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÂ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D� =M�2 � (M�)2úÁÄÁÞÁ 16. ÷ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÂÕÓÏ× ÎÁ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ �õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ� ÎÁ�ÉÓÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÂÕÓÁ �57 ÒÁ×ÅÎ 35 ÍÉÎÕÔ, Á ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Á×ÔÏÂÕÓÁ �661ÒÁ×ÅÎ 20 ÍÉÎÕÔ. óËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÕÖÎÏ ÖÄÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÂÕÓÏ×?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x1; x2; : : : ; xm É y1; y2; : : : ; ynÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � É � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 1 6 i 6 mÉ 1 6 j 6 n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (f� = xig \ f� = yjg) = P (f� = xig) � P (f� = yjg).úÁÄÁÞÁ 17. ðÕÓÔØ � É � | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ:Á) M(��) =M�M�. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ?Â) D(� + �) = D� +D�. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ?úÁÄÁÞÁ 18. (îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Pfj� �M�j > �g 6 D��2 .úÁÄÁÞÁ 19. óÈÅÍÏÊ âÅÒÎÕÌÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ | �ÕÓ�ÅÈ� É �ÎÅÕÄÁÞÁ�, �ÒÉÞ£Í ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉÒÁ×ÎÁ p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �n ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÒÁ×ÎÕÀ ÞÉÓÌÕ ÕÓ�ÅÈÏ× �ÒÉ n ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ × ÓÈÅÍÅâÅÒÎÕÌÌÉ.Á) îÁÊÄÉÔÅ M�n, D�n.Â) (úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ âÅÒÎÕÌÌÉ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï limn!1Pfj�n�M�nn j < �g = 1. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÞÁÓÔÏÔÁ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÕÓ�ÅÈÏ× ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p.úÁÄÁÞÁ 20. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ, ÒÁ×ÎÏÊ 1=2 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, n-ËÒÁÔÎÏÅ�ÏÄÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ). ðÕÓÔØ � É � | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn(�; �) ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ n ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ ÞÉÓÌÏ ÕÓ�ÅÈÏ× ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ n=2��pn É n=2+�pn. îÁÊÄÉÔÅ�ÒÅÄÅÌ Pn(�; �) �ÒÉ n!1. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑúÁÄÁÞÁ 21. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ËÁ-ÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ ÓÄ×ÉÇÁÅÍÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2 ÎÁ 1 ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï.Á) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x ÞÅÒÅÚ t ÓÅËÕÎÄ(t > x > 0).Â) (ðÒÉÎ�É� ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �Ï�ÁÓÔØ ÞÅÒÅÚ t ÓÅËÕÎÄ ÉÚ ÔÏÞËÉ x > 0 ×ÔÏÞËÕ y > 0, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ Ó�ÏÓÏÂÏ× �Ï�ÁÓÔØ ÞÅÒÅÚ t ÓÅËÕÎÄ ÉÚÔÏÞËÉ �x × ÔÏÞËÕ y.×) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÏÞËÕ x > 0 ÞÅÒÅÚ t ÓÅËÕÎÄ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t ÓÅËÕÎÄ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÔÏÒÏÊÒÁÚ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.úÁÄÁÞÁ 22. ðÕÓÔØ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ u2t ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÅÒÅÚ 2t ÓÅËÕÎÄ.Â) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f2t ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÅÒÅÚ 2t ÓÅËÕÎÄ. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ f2t = u2t�2 � u2t.×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏ, Ô. Å. ÞÔÏ ×ÙÊÄÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,ÍÙ ×ÅÒÎÅÍÓÑ × ÎÅÇÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1.Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÊÄÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÙ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 ÄÏÓÔÉÇÎÅÍ ËÁÖÄÏÊ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.úÁÄÁÞÁ 23. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ËÁÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ 1 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÄ×ÉÇÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÒÁ×ÎÙ 1=4 × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É



�ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ e É � 1421=6 × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ u2t É f2t ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ É�ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÞÅÒÅÚ 2t ÓÅËÕÎÄ.Á) îÁÊÄÉÔÅ u2t × ÓÌÕÞÁÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u2t = tPk=1 f2ku2t�2k.×)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÑÄ 1Pt=0 u2t ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ×ÏÚ×ÒÁÔÎÏ.Ç)*äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÌÕÖÄÁÎÉÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÑÄ 1Pt=0 u2t ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÏÚ×ÒÁÔÁÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1. äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉúÁÄÁÞÁ 24. ä×ÏÅ ÂÒÏÓÁÀÔ ÍÏÎÅÔÕ | ÏÄÉÎ 10 ÒÁÚ, ÄÒÕÇÏÊ | 11. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÒÌÏ× ×Ù�ÁÌÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ?úÁÄÁÞÁ 25. (úÁÄÁÞÁ Ï ÂÁÌÌÏÔÉÒÏ×ËÅ) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÙÂÏÒÁÈ ËÁÎÄÉÄÁÔ P ÎÁÂÒÁÌ p ÇÏÌÏÓÏ×, ÁËÁÎÄÉÄÁÔ Q ÎÁÂÒÁÌ q ÇÏÌÏÓÏ×, �ÒÉÞ£Í p > q. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ�ÏÄÓÞÅÔÅ ÇÏÌÏÓÏ× P ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌ ×�ÅÒÅÄÉ Q.úÁÄÁÞÁ 26*. (óÕÍÁÓÛÅÄÛÁÑ ÓÔÁÒÕÛËÁ) ëÁÖÄÙÊ ÉÚ n �ÁÓÓÁÖÉÒÏ× ËÕ�ÉÌ �Ï ÂÉÌÅÔÕ ÎÁ n-ÍÅÓÔÎÙÊÓÁÍÏÌÅÔ. ðÅÒ×ÏÊ ÚÁÛÌÁ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÁÑ ÓÔÁÒÕÛËÁ É ÕÓÅÌÁÓØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÍÅÓÔÏ. äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ×ÎÏ×Ø�ÒÉÛÅÄÛÉÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅÍÅÓÔÏ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÁÓÓÁÖÉÒ ÚÁÊÍÅÔ Ó×ÏÅ ÍÅÓÔÏ?úÁÄÁÞÁ 27. äÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÓÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÄÁÔÞÉË ÌÕÞÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌØ-ÛÅÊ 1=2 ×ÙÄÁÎÎÏÅ ÉÍ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ, ×ÙÄÁÎÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÍ ÄÁÔÞÉËÏÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ 3ÄÁÔÞÉËÁ A, B É C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ A ÂÙÌ ÌÕÞÛÅ B, B ÂÙÌ ÌÕÞÛÅ C, Á C ÂÙÌ ÌÕÞÛÅ A?úÁÄÁÞÁ 28*. (÷ÙÂÏÒ ÎÅ×ÅÓÔÙ) ãÁÒØ ÖÅÌÁÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÁÍÕÀ ËÒÁÓÉ×ÕÀ ÎÅ×ÅÓÔÕ ÉÚ 100 �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔÏË.ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅ×ÅÓÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔËÉ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÒÉÈÏÄÑÔ Ë�ÁÒÀ, É × ÍÏÍÅÎÔ �ÒÉÈÏÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔËÉ �ÁÒØ ÍÏÖÅÔ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÅÅ Ó×ÏÅÊ ÎÅ×ÅÓÔÏÊ (�ÁÒØÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó �ÒÅÔÅÎÄÅÎÔËÁÍÉ, ÎÏ ÌÅÇËÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÅÔ ÄÅ×ÕÛÅË �Ï ËÒÁÓÏÔÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÁÒØ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÁÍÕÀ ËÒÁÓÉ×ÕÀ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÂÏÌØÛÅÊ 1=3.úÁÄÁÞÁ 29*. ÷ Ö×ÁÞËÕ ×ÌÏÖÅÎ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=n ÏÄÉÎ ÉÚ n ×ËÌÁÄÙÛÅÊ. ëÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ö×ÁÞÅËÎÕÖÎÏ × ÓÒÅÄÎÅÍ ËÕ�ÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÒÁÔØ �ÏÌÎÕÀ ËÏÌÌÅË�ÉÀ ×ËÌÁÄÙÛÅÊ?�ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ e É � 02.99ãÅÌØÀ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:�ÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÕ ËÒÕÇÁ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. �ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ eðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÞÉÓÌÅ �, ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÞÉÓÌÏÍ e.úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ k | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ1Z0 zke�zdz = k!



143 �ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ e É �ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a0+ a1e+ a2e2+ : : :+ anen = 0, ÇÄÅ ai | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ1Z0 := 1Z0 zk[(z � 1)(z � 2) : : : (z � n)℄k+1e�zdz:úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1Z0 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ k!.äÏÍÎÏÖÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ e ÎÁ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ: P1 = a0 1Z0 +a1e 1Z1 +a2e2 1Z2 +anen 1ZnÉ P2 = a1e 1Z0 +a2e2 2Z0 + : : : + anen nZ0 :úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P1 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ k!; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ: P1k! � �a0(n!)k+1 mod (k + 1):úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ M É m | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; n℄ ÍÏÄÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ z(z �1) : : : (z � n) É (z � 1) : : : (z � n)e�z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏjP2j < (ja1je+ 2ja2je2 + : : :+ njanjen)mMk:úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ k, ÞÔÏ P1k! | �ÅÌÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á����P2k! ���� < 1.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ e ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏ.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: P (x�(1); : : : ; x�(n)) =P (x1; : : : ; xn).ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ: �1(x1; : : : ; xn) = x1 + : : :+ xn; �2(x1; : : : ; xn) =x1x2+ : : :+xn�1xn; : : : ; �n(x1; : : : ; xn) = x1x2 : : : xn. üÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. õÂÙ×ÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (0 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ!) � = (�1; : : : ; �n)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ÞÉÓÌÁ j�j = �1 + : : :+ �n.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÕÓÔØ m�(x1; : : : ; xn) = P� x�, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï×ÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � É x� := x�11 : : : x�nn .äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ � É � Ó j�j = j�j ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ � > �, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ �i � �i�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.úÁÄÁÞÁ 6. (ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ) ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ j�j. ðÏÌÏÖÉÍ �0i =jfjj�j > igj. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �0 | ÔÏÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ j�j. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (�0)0 = �.úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× m�.



�ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ e É � 144Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ m ÞÁÓÔÅÊ � �ÏÌÏÖÉÍ �� = ��1 : : : ��m . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ���0 = m� + ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ m� ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ � < �:×) ìÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ.Ç) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎË-ÔÁ.úÁÄÁÞÁ 8. Á) (æÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ) ðÕÓÔØ pk(x1; x2; : : : ; xn) = xk1 + : : :+ xkn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏkXi=1 pi�k�i(�1)i = (�1)kk�k:Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p1; p2; p3; p4; p5 ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×Ï-ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÎÏÅ Ä×ÕÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. þÉÓÌÏ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ×ÉÄÁ xn + an�1xn�1 + : : : + a0 = 0 Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 10. ìÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ �=m, ÇÄÅ � | �ÅÌÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ, m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.æÕÎË�ÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏúÁÄÁÞÁ 13. Á) òÑÄ ex := 1Pk=0 xkk! ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x.Â) æÕÎË�ÉÑ ex ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ x É y ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ex+y = exey.úÁÄÁÞÁ 15. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ É ÄÏËÁÖÉÔÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ex.úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï eix = os(x) +i sin(x). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ei� = �1.úÁÄÁÞÁ 17. Á) ðÕÓÔØ x0 É x1 |Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ C|�ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊx0 É x1. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ RC f(x)dx.Â) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RC f(x)dx ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x0, x1, f É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ C. �ÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ � | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ �1 = i� ÔÏÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ �2; : : : ; �n | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ(1 + e�1) : : : (1 + e�n) = 1 + e�1 + : : :+ e�N



145 ðÒÏÇÒÅÓÓÉÉ É ÓÕÍÍÙÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÎÕÌÀ.úÁÄÁÞÁ 18. þÉÓÌÁ �1; : : : ; �N | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ N Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ðÕÓÔØ �1; : : : ; �M | ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �1; : : : ; �N , Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ. ïÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = bxM + b1xM�1 + : : :+ bM = 0Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í b É bM ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(�) a+ e�1 + : : :+ e�M = 0;ÚÄÅÓØ a | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ � ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏÍÎÏÖØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�) ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌ 1R0 zk[g(z)℄k+1e�zdz, ÇÄÅ g(z) = bMf(z). úÁÔÅÍÎÕÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ e.ðÒÏÇÒÅÓÓÉÉ É ÓÕÍÍÙ 09.2005ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ : : : ; a1; a2; a3; : : :, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ d = ak � ak�1 ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ak Éak�1 ÏÄÉÎÁËÏ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ k; ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.úÁÄÁÞÁ 1. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ n-Ê ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ É ÒÁÚÎÏÓÔØ. îÁÊÄÉÔÅ50-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 90,  ÏÓÔÁÔËÏÍ 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4.úÁÄÁÞÁ 2. ëÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÅÓÔØ) ÒÁ×ÅÎÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×: ak = (ak�1 + ak+1)=2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ?úÁÄÁÞÁ 3. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÌÅÎÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a1; a2; : : : ; an ÞÅÒÅÚÁ) Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ É ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; Â) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É �ÒÉÒÁÝÅÎÉÅ.úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 7.úÁÄÁÞÁ 5. ðÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ùm�n ÓÔÏÑÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × ÔÁÂÌÉ�Å, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒ£È ÕÇÌÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ S.úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ f(x) = ax2 + bx + . ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ (an), ÞÔÏ a1 + : : :+ an = f(n) �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n?Â) îÁÊÄÉÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 2n2 � 3n.úÁÄÁÞÁ 7*. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏËÒÙÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ k ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ�ÅÌÙÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, ÅÓÌÉ Á) k = 2; Â) k = 3; ×) k = 4; Ç) k = 5?� � �úÁÄÁÞÁ 8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:1) Á) 11 � 2 + 12 � 3 + � � � + 1n (n+ 1) ; Â) 1 � 1! + 2 � 2! + : : : + n � n! (ÇÄÅk! = 1 � 2 � : : : � k); ×) 11 � 2 � 3 + 12 � 3 � 4 + : : :+ 1n(n+ 1)(n+ 2) ; Ç) 11 +p2 + 1p2 +p3 + : : :+ 1p48 +p49.úÁÄÁÞÁ 9. Á) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ (n+1)k É ÒÁÚÎÏÓÔØ (n+1)k�nk × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n �ÒÉ k = 1; 2; 3; 4; 5.Â) ðÏÌØÚÕÑÓØ �. Á), ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ k-È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÅÒ×ÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ k = 0; 1; 2; 3; 4.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ : : : ; a1; a2; a3; : : :, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ q = ak=ak�1 ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ×ÓÅÈ k; ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.1)óÕÍÍÕ b1 + b2 + : : :+ bn ÉÎÏÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, �ÒÅÄÓÔÁ×É× ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ bi = i+1 � iÞÉÓÅÌ ÎÅËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (ÔÏÇÄÁ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ i ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ).



ìÅË�ÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ 146úÁÄÁÞÁ 10. âÕÄÅÔ ÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, k-Ê ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎÁ) 0; 0 : : : 0| {z }k 3; Â) 1 : : : 1| {z }k ; ×) 23k+5; Ç) gk �hk, ÇÄÅ (gk), (hk) | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ? Ä) ÷Ù-ÒÁÚÉÔÅ n-Ê ÞÌÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ.úÁÄÁÞÁ 11. ë×ÁÄÒÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅÅÓÔØ) ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ: a2k = ak�1 � ak+1, É ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ,ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?úÁÄÁÞÁ 12. îÅËÔÏ �ÒÉÅÚÖÁÅÔ × ÇÏÒÏÄ Ó ÎÏ×ÏÓÔØÀ É ÓÏÏÂÝÁÅÔ Å£ Ä×ÏÉÍ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÎÏ×Ø ÕÚÎÁ×ÛÉÈÎÏ×ÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ 5 ÍÉÎÕÔ ÓÏÏÂÝÁÅÔ Å£ ÅÝ£ Ä×ÏÉÍ (ËÏÔÏÒÙÅ Å£ ÎÅ ÚÎÁÀÔ) É Ô. Ä. (�ÏËÁ ×Å × ÇÏÒÏÄÅ Å£ÎÅ ÕÚÎÁÀÔ). þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÏ×ÏÓÔØ ÕÚÎÁÅÔ ×ÅÓØ ÇÏÒÏÄ, ÅÓÌÉ × Î£Í 1000000 ÖÉÔÅÌÅÊ?úÁÄÁÞÁ 13. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1 + x+ x2 + : : : + xn; Â) 1� 12 + 14 � 18 + : : :� 1512 .úÁÄÁÞÁ 14. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊÞÌÅÎ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ| ÜÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f0; f1; : : :, × ËÏÔÏÒÏÊ f0 = f1 = 1,Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ: fn = fn�1 + fn�2 �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ n > 2.úÁÄÁÞÁ 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ 15 ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.úÁÄÁÞÁ 16. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ Á) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ; Â) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊÞÌÅÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ.úÁÄÁÞÁ 17. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÊ, Ô. Å. ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (gn) É (hn), ÞÔÏ fn = gn + hn �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ n > 0.ìÅË�ÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈíÎÏÖÅÓÔ×ÁçÅÏÒÇ ëÁÎÔÏÒ, ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÏÖÎÉË ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÁÌ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÜÔÏÍÎÏÇÏÅ, ÍÙÓÌÉÍÏÅ ÎÁÍÉ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ. îÁ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ÓÔÒÏÇÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ | ÓËÏÒÅÅ, ÔÁËÏÅ �ÏÑÓÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ Ó å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ�ÔÏÞËÁ | ÔÏ ÞÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÅÊ�. ÷Ù ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ Ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÏÞËÁ (ËÁË É ÅÝ£ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ, Á ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ×�ÒÏÑÓÎÅÎÉÉ ÓÍÙÓÌÁ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÁËÓÉÏÍ. �ÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á: ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÄÎÁËÏ,ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÒÅÂÕÅÔ ÉÚÒÑÄÎÏÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÉÚÏÝÒ£ÎÎÏÓÔÉ É (ÖÅ-ÌÁÔÅÌØÎÏ) �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÎÁ �ÎÁÉ×ÎÏÍ� ÕÒÏ×ÎÅ. �ÁË ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÏÊ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅÂÕÄÅÍ, Á �ÏÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÏÓ×ÏÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂßÑÓ-ÎÅÎÉÊ, ÎÁ ÏÓÏÂÕÀ ÓÔÒÏÇÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅÔÅÎÄÕÀÝÉÈ, É �ÒÉÍÅÒÏ×.éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ2) ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕË×ÏÊ A, Á ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ÂÕË×ÏÊ a. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ �ÜÌÅÍÅÎÔ a �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A� É �ÉÛÅÍ a 2 A. óÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÚÁ�ÏÍÎÉÔØ | ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÅÌÉËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔ.åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É �ÉÛÕÔ A � B. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓ×ÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ A � B É B � A, ÔÏ A = B. åÓÌÉ A � B,ÎÏ A 6= B, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É �ÉÛÕÔ A � B. óÉÍ×ÏÌÙ � É � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑÉ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ.�ÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÉËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÁÄÁÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÏ ËÁÖÄÙÊ ÏÂßÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÎ ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ2)îÕ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ: ÏÂ ÜÔÏÍ | ÄÁÌØÛÅ.



147 ìÅË�ÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈÉÌÉ ÎÅÔ. åÓÌÉ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, �ÒÏÓÔÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÉ× (× ÆÉ-ÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ) ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ1, 2 É 3 (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: f1; 2; 3g. ðÏÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÄÏÇÁÄÌÉ×ÏÓÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË: f1; 2; : : : ; ng. ÷ ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÉÌÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: f1; 2; 3; : : : g. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÀÔ ÂÕË×ÏÊ N. ëÓÔÁÔÉ, ÄÒÕÇÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÖÅ ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:Z| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, R | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ×ÙÄÅÌÑÀÝÅÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÔÏÅÓÔØ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÁÎÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ. ðÒÉ ÜÔÏÍ,�ÒÁ×ÉÌÁ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÔÏÎÁ ÔÒÅÂÕÀÔ ÕËÁÚÁÔØ, ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÎÁÛÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: fx 2 Z j x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2g.÷�ÒÏÞÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ É ÔÁËÕÀ ÚÁ�ÉÓØ: fx j x 2 Z É x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2g.äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ, ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË: ÅÓ-ÌÉ A, B | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ A&B ÏÚÎÁÞÁÅÔ �A É B�, A _ B ÏÚÎÁÞÁÅÔ �A ÉÌÉ B�, ÁA ) B ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ B�. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏÒÙ: 9, ÏÚÎÁÞÁ-ÀÝÉÊ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�, É 8, ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÊ �ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: fx 2 Z j (9k 2 Z)x = 2kg, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÔÁË:fp 2 N j (p > 1)&((8a 2 N) (8b 2 N) (ab = p& a 6= 1)) b = 1)g.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fn 2 N j n2 < 0g, Á ÞÅÒÅÚ B | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅ×ÑÔÉÇÌÁ×ÙÈ ÏÇÎÅ-ÄÙÛÁÝÉÈ ÄÒÁËÏÎÏ×, ÖÉ×ÕÝÉÈ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÚÏÏ�ÁÒËÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, Á ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A. åÓÌÉËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ Ó ÜÔÉÍ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÅÎ, ÔÏ ÏÎ, ×ÉÄÉÍÏ, ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÚÏÏ�ÁÒËÅ ÖÉ×£Ô ÄÅ×Ñ-ÔÉÇÌÁ×ÙÊ ÏÇÎÅÄÙÛÁÝÉÊ ÄÒÁËÏÎ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÎÕÌÑ, ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ, É ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅ×ÑÔÉÇÌÁ×ÙÍ ÏÇÎÅÄÙÛÁÝÉÍ ÄÒÁËÏÎÏÍ, ÖÉ×ÕÝÉÍ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÚÏÏ�ÁÒËÅ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, A = B. ÷ÏÏÂÝÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ?. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÏÒÁ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ËÁÖÄÁÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÍÙÓÌÉÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,�Ï�ÒÏÂÕÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. îÁ ÍÏÊ ×ÚÇÌÑÄ,ÕÖÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÞÕ×ÓÔ×Ï ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ. îÏ ÄÁ×ÁÊÔÅ �ÒÅÎÅÂÒÅÖ£Í ÎÅ-ÈÏÒÏÛÉÍÉ �ÒÅÄÞÕ×ÓÔ×ÉÑÍÉ É ÏÔ×ÁÖÎÏ ÒÅÛÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. îÁÚÏ×£Í ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ)ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍÉ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ) | ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÅÓÔØO = fA 2 E j A =2 Ag. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï O ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ ÉÌÉÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ? åÓÌÉ O| ÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O, ÏÎÏÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ O × ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÏÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (×ÅÄØ ×ÓÅ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï O ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ. îÏ ÅÓÌÉ O |ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O, ÏÎÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ O× ËÁÞÅÓÔ×Å Ó×ÏÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (×ÅÄØ ÔÏÌØËÏ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁO). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï O ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï O |ÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÒÄÉÎÁÒÎÏÅ. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ, ÌÉÂÏÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ, É ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍ É ÜËÓÔÒÁÏÒÄÉÎÁÒ-ÎÙÍ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁÄÏËÓÏÍ òÁÓÓÅÌÁ3).îÁ ÍÏÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÏÛÉÂËÁ ÚÄÅÓØ × ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ÓÏÂÉÒÁÑ ÏÂßÅËÔÙ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÍÙ3)ðÁÒÁÄÏËÓ òÁÓÓÅÌÁ ÉÚÌÏÖÅÎ �Ï �Ï�ÕÌÑÒÎÏÊ ËÎÉÖËÅ ÷ÉÌÅÎËÉÎÁ �òÁÓÓËÁÚÙ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ�.



ìÅË�ÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ 148ÄÏÌÖÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍ. ëÏÇÄÁ ÖÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×�, ÍÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÑ × ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ: ÞÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÈÏÄÑÔ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÖÅ ÉÍÅÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁäÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A \ B = fx j x 2 A&x 2 Bg,ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A [ B = fx j x 2 A _ x 2 Bg É ÒÁÚÎÏÓÔØ A n B = fx j x 2 A&x =2 Bg. üÔÉ Ï�ÅÒÁ-�ÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÕÇÏ× üÊÌÅÒÁ (ÔÁËÉÅ ËÁÒÔÉÎËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÝ£ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉüÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ):A B A B A BþÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U : ÔÁËÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ É Ô. �.�ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝ£ ÏÄÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ: ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = U n A.÷×ÅÄ£ÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, A n B = A \ B ÄÌÑÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B. ÷ÏÔ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×:A [B = B [A; A \B = B \A;(A [B) [ C = A [ (B [ C); (A \B) \ C = A \ (B \ C);(A \B) [ C = (A [C) \ (B [ C); (A [B) \ C = (A \ C) [ (B \ C);A [B = A \B; A \B = A [B;A [A = A; A \A = A;A [ (A \B) = A; A \ (A [B) = A;A [A = U ; A \A = ?;A [? = A; A \ U = A;A [ U = U ; A \? = ?;U = ?; ? = U ;A = A:ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÔÒÕÄ-ÎÏ. ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÔÏÑÝÅÇÏ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÓÔÏÑÝÅÍÕ × ÅÇÏ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ Ä×ÕÈ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (A [ B) \ C =(A \C) [ (B \ C).åÓÌÉ x 2 (A[B)\C, ÔÏ x 2 (A[B) É x 2 C, ÔÏ ÅÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, x 2 A ÉÌÉ x 2 B, É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, x 2 C. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: 1) x 2 AÉ x 2 C; 2) x 2 B É x 2 C. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x 2 A \ C, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x 2 B \ C. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x 2 (A \ C) [ (B \ C). �ÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (A [B) \ C �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÍÎÏÖÅÓÔ×Õ (A\C)[ (B \C), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ (A[B)\C � (A\C)[ (B \C). ïÂÒÁÔÎÏÅ×ËÌÀÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ (A \ C) [ (B \ C) � (A [ B) \ C, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(A [B) \ C = (A \C) [ (B \ C).



149 ìÅË�ÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈõÂÅÄÉÔØ ÓÅÂÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ É Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÕÇÏ× üÊÌÅÒÁ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (A[B)\C = (A\C)[ (B\C) ËÁÒÔÉÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ:
A

U
B

C&%
'$&%'$&%'$���������

�ÁËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÔ ÔÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B É C, ×Ù-ÒÁÖÅÎÎÏÊ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÞÅÒÅÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÏ�ÅÒÁ�ÉÀ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× A n B ÔÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ ÍÏÖÎÏ: A n B = A \ B; �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ? ÉÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÒÁÚÉÔØ: ? = A\A É U = A[A; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ?É U ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÏÔ A, B É C.äÉÁÇÒÁÍÍÁ üÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ Ó�ÏÓÏÂ ÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B É C (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× 8 |ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ �ÄÏÌÅË� ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ üÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ). ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ×ÙÒÁÖÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÞÅ-ÒÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁx 2 U ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ A, B É C, ÔÏ ÅÓÔØÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÄÏÌØËÅ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ üÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Ä×Å ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ üÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ, ÔÏ ÏÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ).óÁÍÁ ËÁÒÔÉÎËÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ; ÏÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ Å£ ÓÎÁÂÄÉÔØÏÂßÑÓÎÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏ, �ÏÞÅÍÕ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎËÁ, ÔÏ ÜÔÏ,�ÏÖÁÌÕÊ, ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. âÅÄÁ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅÚÁÎÉÍÁÅÔ ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅ ÍÅÓÔÁ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÏÍ Ä×ÕÈ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ.äÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ× �ÒÉÍÅÎÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÍÅÔÏÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �A ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ,Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ ÔÁË: �A(x) = (1; ÅÓÌÉ x 2 A;0; ÅÓÌÉ x =2 A:ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:A = fx 2 U j �A(x) = 1g.äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �A2 = �A (ÉÍÅ-ÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 U ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (�A(x))2 = �A(x)). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÔÏÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ: �A\B = �A � �B ; �A = 1� �A :þÕÔØ-ÞÕÔØ �ÏÒÁÚÍÙÓÌÉ×, ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ:�A[B = �A + �B � �A � �B :äÏËÁÖÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï A [B = A\B. äÌÑ ÅÇÏ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ�A[B = 1� (�A + �B � �A � �B ) = 1� �A � �B + �A � �B :



ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 150äÌÑ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �A\B = (1� �A) � (1� �B ) = 1� �A � �B + �A � �B :�ÁË ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÒÁ×ÎÙ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ1) óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA4B = (A nB) [ (B n A):éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ üÊÌÅÒÁ{÷ÅÎÎÁ É ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ �A , �BÉ �C ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ:Á) A4B;Â) (A4B)4C.2) ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÅÒÎÙ É �ÏÞÅÍÕ:Á) (A \B) [C = (A [ C) \ (B [C);Â) (A nB) [C = (A [ C) n (B [ C);×) (A nB) \C = (A \ C) n (B \ C)?3) óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÔ ÔÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÞÅÒÅÚ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ? (�ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ.) óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 09.2000úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ 15 ÞÌÅÎÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÅÓÌÉ Å£ 8-Ê ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ 11.úÁÄÁÞÁ 2. �ÏÒÇÏ×Å� �ÒÉÎ£Ó ÎÁ ÒÙÎÏË ÍÅÛÏË ÏÒÅÈÏ×. ðÅÒ×ÙÊ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ ËÕ�ÉÌ 1 ÏÒÅÈ, ×ÔÏÒÏÊ |2 ÏÒÅÈÁ, ÔÒÅÔÉÊ | 4, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ �ÏËÕ�ÁÌ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÒÅÈÏ×,ÞÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. ïÒÅÈÉ, ËÕ�ÌÅÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ, ×ÅÓÉÌÉ 50 ËÇ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Õ �ÒÏÄÁ×�Á ÏÓÔÁÌÓÑ ÏÄÉÎÏÒÅÈ. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÏÒÅÈÏ× ÂÙÌÏ Õ �ÒÏÄÁ×�Á ×ÎÁÞÁÌÅ? (÷ÓÅ ÏÒÅÈÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ.)úÁÄÁÞÁ 3. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ am = �an ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n,ÇÄÅ m < n. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ÜÔÁ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ É �ÏÄ ËÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ?úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ: ÓÕÍÍÁ n-ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ É n-ÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n-Å�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉ. ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 10.2000úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ 11 ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÅÓÌÉ Å£ 6-Ê ÞÌÅÎ ÒÁ-×ÅÎ �1.úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 13; Â) 1� 12 + 14 � 18 + : : :�1512 .úÁÄÁÞÁ 3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Þ£ÔÎÏ. óÕÍÍÁ ×ÓÅÈ Å£ ÞÌÅÎÏ× × 3 ÒÁÚÁÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-Å �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Pn ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Pn = (3n2 � n)=2.



151 ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁÂ) îÁÊÄÉÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ Pn.úÁÄÁÞÁ 5. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÅÒ×ÙÈ mÞÌÅÎÏ× (ÇÄÅ m < n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ n+m ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.äÌÑ Ï�ÅÎËÉ 4 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ �ÅÒ×ÙÅ 3 ÚÁÄÁÞÉ, Á ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ 5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÌÀÂÙÅ 4 ÚÁÄÁÞÉ.


