
÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 1, 2 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

þ³�îïó�ø.

1. ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ 2013 ÛÅÓÔÅÒ£ÎÏË, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄ-

ÎÉÍÉ. íÏÇÕÔ ÌÉ ×ÓÅ ÛÅÓÔÅÒ£ÎËÉ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 5È5 ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

3. Á) ëÏÎØ ×ÙÛÅÌ ÉÚ �ÏÌÑ a1 É ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ×ÅÒÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÏÎ ÓÄÅÌÁÌ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.

Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÈÏÄÏÍ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ËÏÎÑ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÓËÉ × �ÒÁ×ÙÊ

×ÅÒÈÎÉÊ, �ÏÂÙ×Á× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÏÌÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?

4. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

Â) éÚ ÄÏÓËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÕÂÒÁÌÉ ÏÄÎÕ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÏÓÔÁ×-

ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÓËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

×) éÚ ÄÏÓËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÕÂÒÁÌÉ Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ

ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÓËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË �ÏÄÏÂÒÁÔØ Ä×Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ m É n, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ 2012m+2014n ÂÙÌÁ

ÒÁ×ÎÁ 575757575757?

6. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 22 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.

7. ÷ ÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 10. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÚÎÁËÉ "+", É

"-" ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ 0?

8. ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ �Ï �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÏÎ �ÒÙÇÎÕÌ ÎÁ 1 ÓÍ × ËÁËÕÀ-ÔÏ

ÓÔÏÒÏÎÕ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ | ÎÁ 2 ÓÍ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ 2013 �ÒÙÖËÏ× ÏÎ ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÎÁÞÉÎÁÌ.

÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 1, 2 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

þ³�îïó�ø.

1. ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ 2013 ÛÅÓÔÅÒ£ÎÏË, �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÁÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄ-

ÎÉÍÉ. íÏÇÕÔ ÌÉ ×ÓÅ ÛÅÓÔÅÒ£ÎËÉ ×ÒÁÝÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 5È5 ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

3. Á) ëÏÎØ ×ÙÛÅÌ ÉÚ �ÏÌÑ a1 É ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ× ×ÅÒÎÕÌÓÑ ÎÁ ÎÅÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÏÎ ÓÄÅÌÁÌ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ×.

Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÈÏÄÏÍ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ËÏÎÑ �Ï�ÁÓÔØ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÄÏÓËÉ × �ÒÁ×ÙÊ

×ÅÒÈÎÉÊ, �ÏÂÙ×Á× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÏÌÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ?

4. Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÄÏÓËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

Â) éÚ ÄÏÓËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÕÂÒÁÌÉ ÏÄÎÕ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÕ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÏÓÔÁ×-

ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÓËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

×) éÚ ÄÏÓËÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8È8 ÕÂÒÁÌÉ Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ

ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÓËÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1È2?

5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË �ÏÄÏÂÒÁÔØ Ä×Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ m É n, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ 2012m+2014n ÂÙÌÁ

ÒÁ×ÎÁ 575757575757?

6. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 22 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ 0.

7. ÷ ÒÑÄ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 10. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÚÎÁËÉ "+", É

"-" ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÒÁ×ÎÏ 0?

8. ëÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ �Ï �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í × �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÏÎ �ÒÙÇÎÕÌ ÎÁ 1 ÓÍ × ËÁËÕÀ-ÔÏ

ÓÔÏÒÏÎÕ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ | ÎÁ 2 ÓÍ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ 2013 �ÒÙÖËÏ× ÏÎ ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÎÁÞÉÎÁÌ.
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÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 2, 9 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

óõííá õçìï÷ �òåõçïìøîéëá. òá÷îïâåäòåîîùê

�òåõçïìøîéë.

1. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÙÓÏÔÁ AH É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ AL. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ LAH,

ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

6

ACB = 57

Æ

É

6

ABC = 75

Æ

.

2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.

Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

3. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÍÅÄÉÁÎÁ AM . ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ AM =

1

2

BC. äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ.

4. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CD Ë×ÁÄÒÁÔÁ ABCD �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ×ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BKC É CLD. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AKL | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

5. õÇÏÌ �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁ×ÅÎ �.

Á) âÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ× �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ B É C �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ

BOC.

Â) âÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ× �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ B É C �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ P . îÁÊÄÉÔÅ

ÕÇÏÌ BPC.

6. äÁÎ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC (AB = AC). îÁ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ AB

ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ M . ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ AM =MC = BC. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

7. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ× �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÑÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

8. ÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC (

6

BAC = 108

Æ

) �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ BD.

þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ D �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ �ÒÑÍÁÑ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ BD. üÔÁ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÓÎÏ-

×ÁÎÉÅ BC × ÔÏÞËÅ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AD = DE = EC.
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9. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC Ë×ÁÄÒÁÔÁ ABCD ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ K É L, �ÒÉÞ£Í BK = KL = LC.

îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AD ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ M , �ÒÉÞ£Í AM =

1

3

AD. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ×, �ÏÄ

ËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÉÄÅÎ ÏÔÒÅÚÏË AM ÉÚ ÔÏÞÅË K, L É C.

10. óÔÏÒÏÎÁ AD �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÏÒÏÎÙ AB. �ÏÞËÉ M É

N ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AD ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ×

6

AMB,

6

ANB É

6

ADB.

11. ÷ÙÓÏÔÁ É ÍÅÄÉÁÎÁ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÅÌÑÔ ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ

ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 3, 16 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

äåìéíïó�ø. ïó�á�ëé.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ �ÅÌÏÍ n: Á) n(n + 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2; Â) n(n + 1)(n + 2)

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6; ×) n

5

� n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 30.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 3, ÔÏ p

2

� 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24.

3. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 18 ÄÁÀÔ ÏÔÓÔÁÔËÉ 7 É 17 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÞÉÓÅÌ a+ b É ab �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 18?

4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11.

6. íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É 300 ÅÄÉÎÉ�, ÂÙÔØ

Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

7. ë ÞÉÓÌÕ 43 ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á �ÒÉ�ÉÛÉÔÅ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 45.

8. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÅÌ: Á) 2

2013

; Â) 57

57

.

9. óËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ËÏÎ�Å ÞÉÓÌÁ 100! ?

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 111:::111

| {z }

3

n

ÒÁÚ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3

n

.

12. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 12345678987654321 ÎÁ 101.

13. ðÒÉ �Ï�ÙÔËÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÕÌ£Ë ËÏÎÆÅÔ ÎÁ 3, 4 É 5 ÒÁ×ÎÙÈ ËÕÞÅË ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1, 2, 4 ËÏÎÆÅÔÙ. óËÏÌØËÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ËÏÎÆÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ: Á) ÎÁ 6 ÉÌÉ 20 ËÕÞÅË;

Â) ÎÁ 7 ËÕÞÅË?

÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 3, 16 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

äåìéíïó�ø. ïó�á�ëé.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ �ÅÌÏÍ n: Á) n(n + 1) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2; Â) n(n + 1)(n + 2)

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 6; ×) n

5

� n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 30.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 3, ÔÏ p

2

� 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24.

3. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 18 ÄÁÀÔ ÏÔÓÔÁÔËÉ 7 É 17 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÞÉÓÅÌ a+ b É ab �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 18?

4. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11.

6. íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É 300 ÅÄÉÎÉ�, ÂÙÔØ

Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

7. ë ÞÉÓÌÕ 43 ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á �ÒÉ�ÉÛÉÔÅ �Ï ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 45.

8. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ �ÉÆÒÕ ÞÉÓÅÌ: Á) 2

2013

; Â) 57

57

.

9. óËÏÌØËÏ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ËÏÎ�Å ÞÉÓÌÁ 100! ?

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 111:::111

| {z }

3

n

ÒÁÚ

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3

n

.

12. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 12345678987654321 ÎÁ 101.

13. ðÒÉ �Ï�ÙÔËÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ËÕÌ£Ë ËÏÎÆÅÔ ÎÁ 3, 4 É 5 ÒÁ×ÎÙÈ ËÕÞÅË ÏÓÔÁ×ÁÌÏÓØ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1, 2, 4 ËÏÎÆÅÔÙ. óËÏÌØËÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ËÏÎÆÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ: Á) ÎÁ 6 ÉÌÉ 20 ËÕÞÅË;

Â) ÎÁ 7 ËÕÞÅË?

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 4, 23 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

íåäéáîá ðòñíïõçïìøîïçï �òåõçïìøîéëá. úáíåþá�åìøîïå

ó÷ïêó�÷ï ïëòõöîïó�é.

1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÒÙÅ ÕÇÌÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÁ,

�ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 4:5.

2. ÷ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ.

3. Á) �ÏÞËÁ M , ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÞÅË A É B, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ AB.

þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÏÌ AMB?

Â) éÚ ÔÏÞËÉ M ÏÔÒÅÚÏË AB ×ÉÄÅÎ �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, Ô.Å.

6

AMB = 90

Æ

. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ AB.

4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÅÒÔ£ÖÎÏÇÏ ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ

�ÒÑÍÙÅ É ÓÔÒÏÉÔØ �ÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ).

5. ÷ÙÓÏÔÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÁÑ ÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÕ, ÒÁ×ÎÁ 1, ÏÄÉÎ ÉÚ

ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× ÒÁ×ÅÎ 15

Æ

. îÁÊÄÉÔÅ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÕ.

6. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÍÅÄÉÁÎÙ AA

1

, BB

1

, CC

1

É ×ÙÓÏÔÙ AA

2

, BB

2

, CC

2

.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ A

1

B

2

C

1

A

2

B

1

C

2

A

1

ÒÁ×ÎÁ �ÅÒÉÍÅÔÒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

7. îÁ ËÁÔÅÔÁÈ AC É BC �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï-

ÓÔÒÏÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ACDE É BFKC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C

É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÇÉ�ÏÔÎÕÚÙ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÒÑÍÏÊ DK.

8. ÷ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ AC �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ

CD. ðÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ D �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ DC, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ AC × ÔÏÞËÅ

E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ EC = 2AD.

9. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ AK, ÍÅÄÉÁÎÁ BL É ×ÙÓÏÔÁ CM . �ÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉË KLM | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-

ÎÉÊ.

10. äÁÎÙ �ÒÑÍÁÑ a É ÔÏÞËÁ A. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÒÑÍÕÀ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ �ÒÑÍÏÊ a, �ÒÏ×ÅÄÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÌÉÎÉÊ,

ÅÓÌÉ: Á) ÔÏÞËÁ A ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ a; Â) ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ a.

11. ÷ÙÓÏÔÙ AM É BN ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ CH É AB, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÒÑÍÏÊ MN .

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 5, 30 ÏËÔÑÂÒÑ 2013 Ç.

ëïíâéîá�ïòéëá.

1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÚ �ÑÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÛÅË, ÔÒ£È ÒÁÚÎÙÈ ÂÌÀÄÅ� É ÞÅÔÙÒ£È ÒÁÚÎÙÈ

ÞÁÊÎÙÈ ÌÏÖÅË ÍÏÖÎÏ:

Á) ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÔ ÉÚ ÞÁÛËÉ, ÂÌÀÄ�Á É ÌÏÖËÉ?

Â) ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á �ÒÅÄÍÅÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÑÍÉ?

2. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ Ä×Å ËÌÅÔËÉ:

Á) ÂÅÌÕÀ É Þ£ÒÎÕÀ?

Â) ÂÅÌÕÀ É Þ£ÒÎÕÀ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ?

×) Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ?

3. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ × 2 �×ÅÔÁ? òÁÓ-

ËÒÁÓËÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ËÕÂÁ.

4. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÈ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ× (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

�ÉÆÒ ÏÔ 0 ÄÏ 9):

Á) ÎÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ×ÏÓØÍ£ÒËÉ?

Â) õ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ?

×) �ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁÑ, �ÅÒ×ÁÑ ÎÅÞ£ÔÎÁÑ, Á ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÛÅÓÔÉ?

5. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ×ÏÓÅÍØ ÌÁÄÅÊ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

6. áÌÆÁ×ÉÔ �ÌÅÍÅÎÉ íÕÍÂÏ-àÍÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È ÂÕË× á, â É ÷. óÌÏ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÉÚ �ÑÔÉ ÂÕË×. óËÏÌØËÏ ÓÌÏ× × ÑÚÙËÅ

�ÌÅÍÅÎÉ?

7. ÷ ÕÓÔÁÎÏ×ËÅ �×ÅÔÏÍÕÚÙËÉ n ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÌÁÍ�ÏÞÅË. ëÁÖÄÕÀ ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ ÉÌÉ

×ÙËÌÀÞÉÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ.

Á) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÚÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ×ËÌÀÞÁÑ É ×ÙËÌÀÞÁÑ ÌÁÍ�ÏÞËÉ?

Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÇÏÒÅÔØ ÄÏÌÖÎÏ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÁÍ�ÏÞÅË.

8. ìÁÄØÑ ÓÔÏÉÔ × ÌÅ×ÏÍ �ÏÌÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÄÏÓËÉ 1 � 30 É ÚÁ ÈÏÄ ÍÏÖÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ÎÁ

ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ×�ÒÁ×Ï. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ËÒÁÊÎÅÇÏ

�ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÌÑ.

9. ÷ ×Ù�ÕËÌÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Õ ÜÔÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

10. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ ×ÏÓÅÍØ ÌÁÄÅÊ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÄÅÒÖÁÌÉ �ÏÄ ÂÏÅÍ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ?

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 6, 13 ÎÏÑÂÒÑ 2013 Ç.

ëïíâéîá�ïòéëá.þáó�ø 2.

1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

�×ÅÔÎÙÈ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ: Á) ÔÒÉ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ; Â) �ÑÔØ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ.

2. ÷ ÇÏÎËÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ n ÂÉÁÔÌÏÎÉÓÔÏ×. Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÍÅÓÔ ÎÁ ÆÉÎÉÛÅ? (üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P

n

.); Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×

ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÙÈ k ÍÅÓÔ? (üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ A

k

n

.); ×) óËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÇÏ,

ËÁËÉÅ Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ �Ï�ÁÄÕÔ × �ÅÒ×ÙÅ k ÍÅÓÔ? (üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ C

k

n

.)

3. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÉÓÈÏÄÁ ÇÏÎËÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ: Á) Ó�ÏÒÔÓÍÅÎ â ÏÂÏÇÎÁÌ

Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÁ õ? Â) Ó�ÏÒÔÓÍÅÎÙ â É ó ÆÉÎÉÛÉÒÕÔ ÒÑÄÏÍ?

4. ëÁÖÄÙÊ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ × ÏÔÄÅÌÅ ÚÎÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÊ ÑÚÙË:

ÛÅÓÔØ ÚÎÁÀÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ, ÛÅÓÔØ | ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ, ÓÅÍØ | ÎÅÍÅ�ËÉÊ, ÞÅÔÙÒÅ | ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ

É ÎÅÍÅ�ËÉÊ, ÔÒÉ | ÎÅÍÅ�ËÉÊ É ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ, Ä×Á | ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉÊ É ÁÎÇÌÉÊÓËÉÊ. ïÄÉÎ

ÞÅÌÏ×ÅË ÚÎÁÅÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÑÚÙËÁ. Á) óËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË × ÏÔÄÅÌÅ? Â) óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÀÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÑÚÙË?

5. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ: Á) ÄÁÎÎÙÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ; Â) ÄÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a, b É  ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ; ×) ÎÉËÁËÉÅ

Ä×Á ÉÚ a, b É  ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÒÑÄÏÍ?

6. ïÂÌÁÓÔÎÁÑ ÄÕÍÁ ÉÚ 40 ÄÅ�ÕÔÁÔÏ× ÉÚÂÉÒÁÅÔ �ÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ, ÓÅËÒÅÔÁÒÑ É �ÑÔØ ÞÌÅÎÏ×

ËÏÍÉÓÓÉÉ �Ï ÜÔÉËÅ. óËÏÌØËÏ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ

ÓÏ×ÍÅÝÁÔØ?

7. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÂÕË× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á: Á)

åîéóåê; Â) íéóóéóéðé?

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) C

r

n

= C

n�r

n

; Â)C

r

n

= C

r�1

n�1

+ C

r

n�1

; ×) C

0

n

+ C

1

n

+ C

2

n

+ � � �+ C

n

n

= 2

n

;

Ç) C

0

n

� C

1

n

+ C

2

n

� � � �+ (�1)

n

C

n

n

= 0.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a

1

, a

2

, : : : , a

k

ÞÉÓÌÏ (a

1

+ a

2

+ � � � + a

k

)!

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

1

! � a

2

! � � � � � a

k

!.

10. éÍÅÅÔÓÑ m ÂÅÌÙÈ É n Þ£ÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×, �ÒÉÞ£Í m > n. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÈ

ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÒÑÄ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á Þ£ÒÎÙÈ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÒÑÄÏÍ?

11. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÒÁÓÌÅÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚÕÍÒÕÄÁ, ÔÒ£È ÒÕÂÉÎÏ×

É ÓÅÍÉ ÓÁ�ÆÉÒÏ× (ËÁÍÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù), ÅÓÌÉ × ÂÒÁÓÌÅÔ ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ 11 ËÁÍÎÅÊ

(ÂÒÁÓÌÅÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÉÌÉ ÚÅÒËÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ)?

12. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, ..., 10 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ÓÒÅÄÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÅ ÂÙÌÏ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ?

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 7, 20 ÎÏÑÂÒÑ 2013 Ç.

ðáòáììåìïçòáíí. óòåäîññ ìéîéñ �òåõçïìøîéëá.

1. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÄÅÌÉÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ,

ÒÁ×ÎÙÅ a É b. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÌÀÂÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ

�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÅÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ

Ä×ÕÈ ÌÀÂÙÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �Á-

ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.

3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ É ÍÅÄÉÁÎÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÊ Ë ÔÒÅÔØÅÊ.

4. ðÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ ABCD ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ B. ÷ÅÒÛÉÎÙ

A É C ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ a É b. îÁ ËÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ÜÔÏÊ

�ÒÑÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÁ D?

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ× �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÒÏÍÂÏÍ, �ÒÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË. îÁÊÄÉÔÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÜÔÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ

ÓÔÏÒÏÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁ×ÎÙ a É b (a > b).

6. Á) þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC �ÒÏ×ÅÌÉ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ �ÒÏ-

ÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. ðÕÓÔØ A

1

, B

1

É C

1

| ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A, B É C | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A

1

B

1

C

1

.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×

ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

7. éÚ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ï�ÕÝÅÎÙ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ AM É AP ÎÁ ÂÉÓ-

ÓÅËÔÒÉÓÙ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÇÌÏ× B É C. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁ×ÅÎ 10.

îÁÊÄÉÔÅ MP .

8. ÷ ×Ù�ÕËÌÏÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×Ï-

�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ.

9. �ÏÞËÁ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ CD �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD, ÔÏÞËÁ H | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B ÎÁ �ÒÑÍÕÀ AM . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

CBH ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ.

10. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÔÒ£Í ÍÅÄÉÁÎÁÍ.

11. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ×ÎÅ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ

�ÅÎÔÒÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔ.

12. ÷ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ P , �ÒÉÞ£Í

6

PAC =

6

PBC. éÚ ÔÏÞËÉ P

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC É CA Ï�ÕÝÅÎÙ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ PM É PK ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ D |

ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ AB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ DK = DM .

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 8, 27 ÎÏÑÂÒÑ 2013 Ç.

ðòéîãéð äéòéèìå.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ �ÏÓÁÄÉÔØ ÓÅÍÅÒÙÈ ÚÁÊ�Å× × ÔÒÉ ËÌÅÔËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ

ËÌÅÔËÅ ÎÁÈÏÄÉÌÏÓØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ÚÁÊ�Å×.

2. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ �ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.

3. ÷ ËÌÁÓÓÅ 30 ÞÅÌÏ×ÅË. óÁÛÁ é×ÁÎÏ× × ÄÉËÔÁÎÔÅ ÓÄÅÌÁÌ 13 ÏÛÉÂÏË, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ |

ÍÅÎØÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÕÞÅÎÉËÁ ÓÄÅÌÁÌÉ ÏÛÉÂÏË �ÏÒÏ×ÎÕ (ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ 0 ÏÛÉÂÏË).

4. ÷ �ÅÒ×ÅÎÓÔ×Å ÓÔÒÁÎÙ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ 20 ËÏÍÁÎÄ. ëÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÙ

ÓÙÇÒÁÔØ ÏÄÉÎ ÍÁÔÞ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏÓÔÑÚÁÎÉÊ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ËÏÍÁÎÄÙ,

ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÞÅÊ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 12 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.

6. ÷ ÓÔÒÏËÕ ×Ù�ÉÓÁÎÏ n ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÌÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ

ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.

7. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 Í ÂÒÏÓÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ 51 ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ËÁËÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÒÙÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏÍ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 0,2.

8. îÅÓËÏÌØËÏ ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × Þ£ÒÎÙÊ �×ÅÔ. óÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ

ÄÕÇ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÄÌÉÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ, ÏÂÁ ËÏÎ�Á

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÏËÒÁÛÅÎÙ.

9. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÓÅÍØ �ÒÑÍÙÈ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÏËÁÖÉ-

ÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÅÎØÛÅ 26

Æ

. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ 26

Æ

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 25

Æ

?

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ (ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, 11111), ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 2013.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÒÏÊËÉ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ ÎÁ 001.

12. îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÏÔÍÅÞÅÎÙ �ÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÕÚÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÁ

ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÚÌÏÍ

ÓÅÔËÉ.

13. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÅÒÕÔ 101 ÔÏÞËÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÎÕÔÒÉ

Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÁÓÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ), �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, �ÌÏÝÁÄØ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 0,01.
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÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 9, 4 ÄÅËÁÂÒÑ 2013 Ç.

ðïó�òïåîéñ ãéòëõìåí é ìéîåêëïê.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ:

1) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×;

2) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï ÔÒ£Í ÓÔÏÒÏÎÁÍ;

3) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÇÌÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÍÕ;

4) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï Ä×ÕÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ É ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (�Ï ÓÔÏÒÏÎÅ É Ä×ÕÍ

�ÒÉÌÅÖÁÝÉÍ Ë ÎÅÊ ÕÇÌÁÍ);

5) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ;

6) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ;

7) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ:

Á) ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ; Â) ×ÎÅ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ;

8) �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÑÍÏÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ É �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

9) ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÉ.

1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÄÁÎÎÙÍ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍ ÔÒ£È ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.

2. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÓÔÏÒÏÎÅ É ÍÅÄÉÁÎÁÍ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÍ Ë Ä×ÕÍ ÄÒÕÇÉÍ ÅÇÏ

ÓÔÏÒÏÎÁÍ.

3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÅ É ×ÙÓÏÔÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÉÚ

×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ.

4. éÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ �ÉÒËÕÌÅÍ ÕÄ×ÏÊÔÅ ÏÔÒÅÚÏË AB, Ô.Å.

�ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ C, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ B ÂÙÌÁ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AC (ÓÁÍ ÏÔÒÅÚÏË AB

ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ).

5. äÁÎ ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ 19

Æ

. òÁÚÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ 19 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.

6. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

7. ÷ÎÕÔÒÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ. þÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ �ÒÑÍÕÀ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ Å£ ÏÔÒÅÚÏË, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÊ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ, ÄÅÌÉÌÓÑ ÂÙ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ �Ï�ÏÌÁÍ.

8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÁ�Å�ÉÀ: Á) �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ É ÂÏËÏ×ÙÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ; Â) �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ É

ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ.

9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï �ÅÒÉÍÅÔÒÕ É Ä×ÕÍ ÕÇÌÁÍ.

10. �ÏÞËÉ A É B ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÕÀ

ÔÏÞËÕ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ AM +MB ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ.

11. �ÏÞËÉ A É B ÌÅÖÁÔ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ

ÔÏÞËÕ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ AMB ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l.

12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÄÁÎÎÙÍ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.

13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔ �Ï ÞÅÔÙÒ£Í ÔÏÞËÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÞÅÔÙÒ£È ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ.

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 10, 11 ÄÅËÁÂÒÑ 2013 Ç.

ðòéîãéð äéòéèìå. þáó�ø 2.

1. 15 ÍÁÌØÞÉËÏ× ÓÏÂÒÁÌÉ 100 ÏÒÅÈÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÂÒÁÌÉ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÅÈÏ×.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ 52 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 100

3. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 30 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ 50, ×ÓÅÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Á, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏ×ÎÏ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÌØÚÑ �ÏËÒÙÔØ Ä×ÕÍÑ ÍÅÎØÛÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÅÓÔØ Ä×ÏÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ × ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ.

6. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï: Á) ËÏÒÏÌÅÊ; Â) ËÏÎÅÊ; ×) ÓÌÏÎÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ

ÎÁ ÄÏÓËÅ 8� 8 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

7. ÷ ÑÚÙËÅ �ÌÅÍÅÎÉ áÂÂÁ Ä×Å ÂÕË×Ù. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ

ÄÒÕÇÏÇÏ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÏ×ÁÒØ ÑÚÙËÁ �ÌÅÍÅÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ 3 ÞÅÔÙÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ, 10 �ÑÔÉÂÕ-

Ë×ÅÎÎÙÈ, 30 ÛÅÓÔÉÂÕË×ÅÎÎÙÈ É 5 ÓÅÍÉÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×?

8. îÁ �ÌÁÎÅÔÅ × Ú×£ÚÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÁÕ ëÉÔÁ ÓÕÛÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �ÌÏÝÁÄÉ

�ÌÁÎÅÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÖÉÔÅÌÉ �ÌÁÎÅÔÙ ÍÏÇÕÔ �ÒÏÒÙÔØ �ÒÑÍÏÊ ÔÕÎÎÅÌØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ

ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ �ÌÁÎÅÔÙ.

9. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÕÌÅÊ × ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ, ×ÔÏÒÁÑ | ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉ�, ÔÒÅÔØÑ | ÞÉÓÌÕ Ä×ÏÅË É Ô.Ä., �ÏÓÌÅÄÎÑÑ | ÞÉÓÌÕ ÄÅ×ÑÔÏË.

îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 11 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å,

ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÏÚÉ�ÉÊ.

1



ВМШ, 8 класс 18.12.2013.

Занятие 11. Взвешивания
Задача 1. 3 яблока и 1 ананас весят столько же, сколько 10 персиков. 6 персиков и 1 яблоко
весят столько же, сколько 1 ананас. Сколько персиков надо взять, чтобы уравновесить ананас?

Задача 2. Круглое бревно весит 20 кг. Сколько весит другое бревно, если оно вдвое толще, но
вдвое короче первого?

Задача 3. а) Есть 3 монеты, одна из которых фальшивая — она легче настоящих. За какое
наименьшее количество взвешиваний на чашечных весах без гирь можно выявить фальшивую
монету? А если монет б) 9, в) 81, г) 57?

Задача 4. Монеты достоинством 1, 2, 3 и 5 тугриков весят, соответственно, 10, 20, 30 и 50
граммов. Среди четырех монет разного достоинства одна фальшивая, отличающаяся весом от
обычной (но неизвестно, легче она или тяжелее). Как за два взвешивания на чашечных весах
без гирь найти фальшивую монету?

Задача 5. Имеется 4 самоцвета, различных по весу. Как найти самый тяжелый и самый лёгкий
самоцветы на чашечных весах без гирь за 4 взвешивания?

Задача 6. Имеется 57 мешков, в каждом по 2013 монет. В 56 мешках монеты настоящие, а
в одном — фальшивые. Известно, что настоящая монета весит 10 г, а фальшивая — 9 г. Как
за одно взвешивание на электронных весах определить, в каком мешке фальшивые монеты?
Электронные весы позволяют определить вес произвольного набора монет.

Задача 7. В ряд лежит 1023 апельсина, упорядоченные по весу от самого легкого до самого
тяжелого. Сколько нужно сделать взвешиваний на чашечных весах без гирь, чтобы добавить
в ряд 1024-й апельсин так, чтобы апельсины снова оказались упорядоченными?

Задача 8. 9 одинаковых по виду монет расположены по кругу. Из этих монет 5 настоящие, а
4 — фальшивые. Никакие две фальшивые монеты не лежат рядом. Настоящие монеты весят
одинаково, и фальшивые — одинаково (фальшивая монета тяжелее настоящей). Как за два
взвешивания на чашечных весах без гирь определить все фальшивые монеты?

Задача 9. В амбаре есть 5 больших мешков с мукой. Мельник стал взвешивать мешки парами,
по два, и получил ряд чисел, которые мы расположили в порядке возрастания:

110 кг, 112 кг, 113 кг, 114 кг, 115 кг, 116 кг, 117 кг, 118 кг, 120 кг, 121 кг.
Как узнать, сколько весит каждый мешок в отдельности?

Занятие 11. Дополнительные задачи
Задача 10. Как разложить n гирь весом 1 г, 2 г, 3 г, . . . , n г на три равные по весу кучки, если
а) n = 102, б) n = 2013.

Задача 11. Некий раджа, умирая, оставил сыновьям в наследство бриллианты. В соответствии
с завещанием, старший сын получил 1 бриллиант и седьмую часть всех оставшихся бриллиан-
тов; потом второй сын получил 2 бриллианта и седьмую часть всех оставшихся бриллиантов;
затем третий сын — 3 бриллианта и седьмую часть всех оставшихся бриллиантов и т. д. Сколько
было сыновей у раджи и сколько было бриллиантов, если известно, что сыновей было не более
25, а наследство было поделено без остатка?

Задача 12. Имеется 1000 монет, среди них 0, 1 или 2 фальшивые. Известно, что фальшивые
монеты имеют одинаковую массу, отличную от массы нефальшивых монет. Можно ли за три
взвешивания на чашечных весах без гирь определить, есть ли фальшивые монеты и легче они
или тяжелее нормальных? (Количество монет определять не надо.)

1



ВМШ 8 класс Занятие 12 25 декабря 2013 года

РАЗРЕЗАНИЯ

1. Как от куска материи в 2
3
метра отрезать полметра, не используя метра?

2. Разделите «инь и янь» одним криволинейным разрезом на две равные
фигуры так, чтобы и белые, и чёрные части этих фигур были равны.

3. Изображённую на рисунке фигуру («греческий крест») разрежьте:
а) на пять частей; б) на четыре части, из которых можно сложить квад-
рат.

4. Изображённую на рисунке фигуру («прямоугольник 12× 9 с дыркой 8× 1
в центре») разрежьте на две равные части, из которых можно сложить квад-
рат.

5. Можно ли из листа картона размером 14× 14 вырезать пять квадратов
размером 5× 5?

6. Равносторонний треугольник разрезан на пять равнобедренных треуголь-
ников с попарно различными углами при вершинах так, как показано на рисунке.
Найдите углы при основаниях этих равнобедренных треугольников.

7. Можно ли разрезать выпуклый семнадцатиугольник на 14 треугольников?

8. Выпуклый четырёхугольник разрезали на четыре части по отрезкам, соеди-
няющим середины его противоположных сторон. Докажите, что из этих частей
можно составить параллелограмм.

9. Разрежьте правильный шестиугольник а) на три равные части; б) на четыре
равные части; в) на шесть равных частей; г) на восемь равных частей.

10. На рисунке показаны равные симметричные относительно прямой l
треугольники. Двумя прямолинейными разрезами разделите левый из них
на три части, из которых можно сложить правый, если части разрешается
только сдвигать и поворачивать, но не переворачивать.

1

2 3 4

5

l

Занятие 12. Дополнительные задачи

11. Докажите, что любой треугольник можно разрезать не более чем на три части, из которых складывается
равнобедренный треугольник.

12. а) Два одинаковых выпуклых четырёхугольника разрезаны: первый—по одной диагонали, а второй—по
другой диагонали. Докажите, что из полученных четырёх треугольников можно сложить параллелограмм.

1

2 3

4
1

2 3

4

56

б) Три одинаковых треугольника разрезаны по разным медианам. Сложите из шести полученных треугольников
один треугольник.

13. Одним прямолинейным разрезом отрежьте от треугольника трапецию, у которой меньшее основание было
бы равно сумме боковых сторон.



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 13, 15 ÑÎ×ÁÒÑ 2014 Ç.

äåìéíïó�ø. ïó�á�ëé.

1. 1 ÑÎ×ÁÒÑ 2014 ÇÏÄÁ ÂÙÌÏ ÓÒÅÄÏÊ. ëÁËÉÍ ÄÎÅÍ ÎÅÄÅÌÉ ÂÕÄÅÔ:

a) 1 ÑÎ×ÁÒÑ 2015 ÇÏÄÁ; Â) 1 ÑÎ×ÁÒÑ 2018 ÇÏÄÁ; ×) 1 ÑÎ×ÁÒÑ 2114 ÇÏÄÁ?

(÷ ÇÒÉÇÏÒÉÁÎÓËÏÍ ËÁÌÅÎÄÁÒÅ ÇÏÄÙ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 100, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ

400, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÉÓÏËÏÓÎÙÍÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 1700, 1800, 1900, 2100 ÎÅ ×ÉÓÏËÏÓÎÙÅ ÇÏÄÙ, Á

1600 É 2000 | ×ÉÓÏËÏÓÎÙÅ.)

2. p, p+ 10 É p+ 14 | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄÉÔÅ p.

3. ðÅÔÑ ÚÁÍÅÎÉÌ × �ÒÉÍÅÒÅ ÎÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ,

Á ÒÁÚÎÙÅ | ÒÁÚÎÙÍÉ, É �ÏÌÕÞÉÌ AB�÷ç=ääåå. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÛÉÂÓÑ.

4. íÏÖÎÏ ÌÉ ËÕ�ÀÒÁÍÉ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ × 1 ÔÕÇÒÉË, 10 ÔÕÇÒÉËÏ×, 100 ÔÕÇÒÉËÏ× É 1000

ÔÕÇÒÉËÏ× ÏÔÓÞÉÔÁÔØ 1000000 ÔÕÇÒÉËÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÒÁ×ÎÏ 500000 ËÕ�ÀÒ?

5. íÏÖÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ: Á) 2; Â) 42?

6. ëÁËÏÊ �ÉÆÒÏÊ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ: Á) 3

33333

; Â) 9999

999

99

9

; ×) 7

7

7

?

Ç) ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2

10000

ÎÁ 7?

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p É 2p+ 1 | �ÒÏÓÔÙÅ É p > 3, ÔÏ 4p+ 1 | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

8. ûÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÅÇÏ �ÅÒ×ÕÀ �ÉÆÒÕ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ

ÍÅÓÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.

9. ëÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ �ÉÆÒÁ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 100! ?

10. äÁÎÏ 2014-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 50 ÅÇÏ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ �ÉÆÒ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 2

50

. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2

999

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

1

2

+

1

3

+

1

4

+ : : :+

1

n

ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍ.

12. óÅÍØ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ 1000, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. îÁÊ-

ÄÉÔÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ.

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 14, 22 ÑÎ×ÁÒÑ 2014 Ç.

ëáóá�åìøîáñ ë ïëòõöîïó�é.

1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ

ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á

ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ:

Á) ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ × ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ;

Â) ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ M , ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ O, �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ MA É MB (A É B | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ), ÔÏ MA = MB, MO | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ

ÕÇÌÁ AMB, Á �ÒÑÍÁÑ MO �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ AB É ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ �Ï�ÏÌÁÍ.

2. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ �ÒÏ-

ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÒÁ-

ÄÉÕÓÕ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ × ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

4. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÄÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ r ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó

ËÁÔÅÔÁÍÉ a, b É ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÏÊ , ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ r =

a+b�

2

.

6. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ É ÉÈ ÓÅËÕÝÅÊ. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ

ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÉÄÅÎ ÏÔÒÅÚÏË ÓÅËÕÝÅÊ, ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÊ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑ-

ÍÙÍÉ?

7. �ÏÞËÁ D | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÙ AB �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ïËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ, ×�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ACD, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁ CD × ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÅ. îÁÊÄÉÔÅ

ÏÓÔÒÙÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

8. óÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ K, P É M ,

�ÒÉÞ£Í ÔÏÞËÁ M ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ KMP , ÅÓÌÉ

6

BAC = 70

Æ

.

9. ä×Å �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M , ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ A É B.

íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AM É BM , ËÁÓÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ?

10. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB = 13, BC = 14, AC = 15.

Á) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ×�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AC × ÔÏÞËÅ P . îÁÊ-

ÄÉÔÅ AP .

Â) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AC É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ BA É BC, ËÁÓÁÅÔÓÑ

�ÒÑÍÏÊ BC × ÔÏÞËÅ Q (×ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). îÁÊÄÉÔÅ BQ.

11. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ×�ÉÓÁÎÎÁÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC × ÔÏÞËÅ M , Á

ÓÔÏÒÏÎÙ AC | × ÔÏÞËÅ P . ÷ÎÅ×�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ AC × ÔÏÞËÅ N , Á

�ÒÑÍÏÊ BC | × ÔÏÞËÅ Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) CP = AN ; Â) MQ = AC.

12. õÇÏÌ �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁ×ÅÎ 120

Æ

. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ

BC É �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A ÄÏ �ÅÎÔÒÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

13. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ.

1



ВМШ, 8 класс 29.01.2014.

Занятие 15. Оценки и неравенства

Задача 1. Сравните числа: а)
1001

1002
и
1002

1003
; б)

1

2013
+

1

2015
и

2

2014
.

Задача 2. Что больше: a) 515 или 155; б) 2700 или 5300; в) 3625 или 7375?

Задача 3. Что больше: а) 100! или 10100; б) 100! или 90100?

Задача 4. К числу 100 применили операцию факториал 99 раз и получили число A. К числу 99
применили операцию факториал 100 раз и получили число B. Что больше, A или B?

Задача 5. Некоторое положительное число изменили на 0, 1.
а) Мог ли квадрат этого числа измениться более, чем на 10?
б) Мог ли квадратный корень из этого числа измениться более, чем на 10?

Задача 6. Докажите, что 1, 01100 > 2.

Задача 7. Сколько цифр в десятичной записи числа 2100?

ВМШ, 8 класс 29.01.2014.

Занятие 15. Оценки и неравенства

Задача 1. Сравните числа: а)
1001

1002
и
1002

1003
; б)

1

2013
+

1

2015
и

2

2014
.

Задача 2. Что больше: a) 515 или 155; б) 2700 или 5300; в) 3625 или 7375?

Задача 3. Что больше: а) 100! или 10100; б) 100! или 90100?

Задача 4. К числу 100 применили операцию факториал 99 раз и получили число A. К числу 99
применили операцию факториал 100 раз и получили число B. Что больше, A или B?

Задача 5. Некоторое положительное число изменили на 0, 1.
а) Мог ли квадрат этого числа измениться более, чем на 10?
б) Мог ли квадратный корень из этого числа измениться более, чем на 10?

Задача 6. Докажите, что 1, 01100 > 2.

Задача 7. Сколько цифр в десятичной записи числа 2100?

ВМШ, 8 класс 29.01.2014.

Занятие 15. Дополнительные задачи
Задача 8. Банк «Блестящий» начисляет 6% от имеющейся на счету суммы раз в год. Банк
«Великолепный» начисляет 0, 5% раз в месяц. В какой из этих банков Васе нужно положить
лежащие в копилке 1000 рублей, чтобы прибыль через 10 лет была больше?

Задача 9. Решите в натуральных числах следующие уравнения:
а) x+ y + z = xyz; б) x2 + 3x = y2; в) a! + b! + c! + d! = e!.

Задача 10. Дано квадратное уравнения x2 + px + q = 0. Его коэффициенты p и q изменили
на 0, 01. Мог ли при этом больший корень уравнения измениться более, чем на 100?

Задача 11. Докажите, что: а)
1 · 3 · 5 · . . . · 99
2 · 4 · 6 . . . · 100

<
1

10
; б)

1 · 3 · 5 · . . . · 99
2 · 4 · 6 . . . · 100

>
1

15
.

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 16, 5 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2014 Ç.

çåïíå�òéþåóëéå îåòá÷åîó�÷á.

ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ.

1. ðÒÏÔÉ× ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ. ðÒÏÔÉ× ÂÏÌØÛÅÇÏ

ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÉÔ ÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ.

2. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ (ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

úÁÄÁÞÉ.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ËÁÔÅÔÁ.

2. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅD ×ÙÓÏÔÙ AD ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅBC, �ÒÉÞ£Í

6

BAD >

6

CAD. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ, AB ÉÌÉ AC?

3. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ: Á) 2, 3, 4; Â) 2, 3, 4,

5, 6, 7?

4. Á) õ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ 3 É 7. ëÁËÁÑ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ?

Â) ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ 3,14 É 0,67. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÅÓÌÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Å£ ÄÌÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 60

Æ

, Á ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ | ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ 60

Æ

.

6. þÅÔÙÒÅ ÄÏÍÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. çÄÅ ÎÕÖÎÏ ×ÙÒÙÔØ

ËÏÌÏÄÅ�, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÎÅÇÏ ÄÏ ÞÅÔÙÒ£È ÄÏÍÏ× ÂÙÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ?

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ

ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ.

8. �ÏÞËÉ M É N ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É

ÌÉÎÅÊËÉ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ MK + NK ÂÙÌÁ ÂÙ

ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ.

9. �ÏÞËÁ C ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ AOB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ABC ÂÏÌØÛÅ 2OC.

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÔÏ MB +MC <

AB + AC.

äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÕÓÕÍÍÙ, ÎÏ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÕÒÁÚÎÏ-

ÓÔÉ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÒ£È ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ, ÎÏ ÂÏÌØÛÅ

ÔÒ£È ÞÅÔ×ÅÒÔÅÊ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ.

13. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÞÅÔÙÒÅ

ËÒÕÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÅÓØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË.

14. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÁÒÓÔ×Å, × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÏÒÏÄÏ×, �ÒÉÞ£Í

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ ÏÄÎÏ �ÒÅËÒÁÓÎÏÅ ÕÔÒÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÏÒÏ-

ÄÁ ×ÙÌÅÔÁÅÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÓÁÍÏÌ£ÔÕ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÚÅÍÌÑÅÔÓÑ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÓÏÓÅÄÎÅÍ ÇÏÒÏÄÅ.

íÏÖÅÔ ÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÇÏÒÏÄÅ �ÒÉÚÅÍÌÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÑÔÉ ÓÁÍÏÌ£ÔÏ×?

1



ВМШ, 8 класс, занятие 17, 12 феврля 2014 года

Индукция.

Задачи.

1. В кассу выстроилась длинная очередь. У первого покупателя нет дисконтной карты магазина,
и за каждым покупателем без дисконтной карты стоит покупатель без дисконтной карты.
Тогда у 100-го покупателя в очереди тоже нет дисконтной карты.

2. В установке цветомузыки 𝑛 разноцветных лампочек. Каждую можно включить или
выключить независимо от других. Сколько различных узоров можно получить, включая и
выключая лампочки?

3. Докажите, что 1 + 3 + 5 + 7 + · · ·+ (2𝑛− 1) = 𝑛2.

4. Докажите, что (72𝑛 − 1)
... 24.

5. (Неравенство Бернулли) Докажите, что (1 + 𝑎)𝑛 > 1 + 𝑎𝑛 при 𝑎 > −1.

6. Докажите, что при каждом натуральном 𝑛 > 3 существует выпуклый 𝑛-угольник, имеющий
ровно три острых угла.

7. Докажите, что a) 1 + 2 + · · ·+ 𝑛 = 𝑛(𝑛+1)
2

. б)

(︂
1− 1

4

)︂(︂
1− 1

9

)︂
· · · · ·

(︂
1− 1

𝑛2

)︂
=

𝑛+ 1

2𝑛
.

8. Последовательность натуральных чисел 𝑎𝑛 начинается с 𝑎0 = 0 и 𝑎𝑛 = 3𝑎𝑛−1 + 2.

Докажите, что 𝑎𝑛 = 3𝑛 − 1.

9. а) 2𝑛 > 2𝑛+ 1 при натуральных 𝑛 > 2. б) 2𝑛 > 𝑛2 при натуральных 𝑛 > 4.

10. Докажите, что (4𝑛 + 15𝑛− 1)
... 9.

11. Докажите, что квадрат размером 2𝑛 × 2𝑛, из которого вырезали угловую клетку, можно
разрезать на уголки из трёх клеток.

Дополнительные задачи.

10. Докажите, что из 2𝑛+1 натуральных чисел можно выбрать ровно 2𝑛, сумма которых делится
на 2𝑛.

11. (Задача о ханойских башнях) Имеются три стержня. На первом из них лежит пирамида из 𝑛
колец, при этом если одно кольцо лежит над другим, то оно меньшего размера. Разрешено
перекладывать кольца на другие стержни так, чтобы это свойство сохранялось.

Докажите, что а) для любого 𝑛 можно переложить пирамиду с первого стержня на третий.
б) Для такого перекладывания достаточно 2𝑛 − 1 действий и в) за ме́ньшее количество
действий переложить нельзя.

12. На сколько частей делят плоскость 𝑛 прямых, среди которых нет параллельных и никакие три
не пересекаются в одной точке?

13. Докажите, что
1 · 3 · 5 · · · · · (2𝑛− 1

2 · 4 · 6 · · · · · (2𝑛)
<

1√
3𝑛+ 1

.

14. На какое наибольшее число частей могут разбивать плоскость 𝑛 окружностей?



ВМШ, 8 класс 19.02.2014.

Занятие 18. Индукция — 2
Принцип математической индукции есть свойство (аксиома) множества натуральных чи-

сел, которое мы принимаем без доказательства. Заключается он в следующем. Пусть имеет-
ся последовательность утверждений A1, A2, . . . , An, . . . Предположим, дополнительно известно,
что выполнены следующие условия:

1) утверждение A1 истинно,
2) при всех k из истинности утверждения Ak следует истинность утверждения Ak+1.

Тогда все утверждения An истинны.
Проверка первого условия называется базой индукции, а проверка второго — индукционным

шагом или индукционным переходом.

Задача 1. а) Докажите, что сумма углов выпуклого шестиугольника равна 720◦.
б) Найдите сумму углов выпуклого n-угольника.

Задача 2. Несколько прямых делят плоскость на части. Докажите, что можно раскрасить эти
части в чёрный и белый цвет таким образом, чтобы соседние части (то есть части, имеющие
общий отрезок границы) были разного цвета.

Задача 3. Докажите, что сумма длин звеньев любой ломаной не может быть меньше, чем
расстояние между началом ломаной и её концом.

Задача 4. Докажите, что любую сумму денег, начиная с 8 копеек, можно уплатить монетами
в 3 и 5 копеек.

Задача 5. Найдите ошибку в следующем рассуждении.
Докажем при помощи метода математической индукции, что любые n карандашей имеют

один и тот же цвет. При n = 1 доказывать нечего: карандаш один и цвет у него один. Предполо-
жим теперь, что при n = k любые n карандашей имеют один цвет, и докажем это утверждение
для n = k+1. Рассмотрим произвольный набор из k+1 карандаша. Если мы отбросим послед-
ний карандаш, то по предположению индукции первые k карандашей будут иметь один цвет.
Если же мы отбросим первый карандаш, то по предположению индукции последние k каранда-
шей будут иметь один цвет. Значит, первый и последний карандаш одного цвета — того самого,
который имеют второй, третий, . . . , k-ый карандаши. Итого, все карандаши одного цвета.

Задача 6. Докажите, что любой из квадратов 2× 2, 4× 4, 8× 8, . . . , 2n × 2n, . . . , из которого
вырезан угловой квадратик 1× 1, можно разрезать на уголки из трёх клеток.

Задача 7. Шеренга новобранцев стоит перед старшиной. Старшина командует: «нале-ВО!» Но
по неопытности часть солдат поворачивается налево, а часть — направо. После этого каждую
секунду солдаты, оказавшиеся друг к другу лицом, понимают, что произошла ошибка, и оба
поворачиваются кругом. Докажите, что, тем не менее, рано или поздно повороты прекратятся
(при любом числе солдат и при любом их положении после команды старшины).

ВМШ, 8 класс 19.02.2014.

Занятие 18. Дополнительные задачи
Задача 8. Докажите, что |x1+x2+. . .+xn| 6 |x1|+|x2|+. . .+|xn| для любых чисел x1, x2, . . . , xn.

Задача 9. Докажите, что при n > 2 справедливо неравенство
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

3

5
.

Задача 10. Докажите, что 2(
√
n+ 1− 1) < 1 +

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
< 2
√
n при всех n.

Задача 11. Бизнесмен заключил с чёртом сделку: он может любую имеющуюся у него купюру
обменять у чёрта на любой набор купюр любого меньшего достоинства (по своему выбору, без
ограничения общей суммы). Бизнесмен может также тратить деньги, но не может получать их
в другом месте (кроме как у чёрта). При этом каждый день на еду ему нужен рубль. Сможет
ли бизнесмен жить так бесконечно долго?

1



÷íû, 8 ËÌÁÓÓ, ÚÁÎÑÔÉÅ 19, 26 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2014 Ç.

çåïíå�òéþåóëáñ óíåóø.

1. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁËÕÀ-

ÎÉÂÕÄØ �ÒÑÍÕÀ, ÄÅÌÑÝÕÀ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï�ÏÌÁÍ.

2. �ÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ H, Á ÔÏÞËÉ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ

ÏÔ H, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC

ÒÁ×ÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × �ÅÎÔÒÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ; Â) H | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅ-

ÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ,

Á) ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ;

Â) �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ.

4. óÔÏÒÏÎÁ AB ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÂÏÌØÛÅ ÓÔÏÒÏÎÙ AC, Á

6

A = 40

Æ

. �ÏÞËÁ D ÌÅÖÉÔ

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB, �ÒÉÞ£Í BD = AC. �ÏÞËÉ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× BC É AD

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ BNM .

5. îÁ �ÒÏÚÒÁÞÎÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÄÁÎÁ ÄÕÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ

ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× �ÅÎÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÔÒÁ�Å�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,

�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ, ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

7. çÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÏÒÏÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-

ÎÏÇÏ ×ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÏÊ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

É �ÅÎÔÒÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÁÔÅÔÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ d.

8. ïÔ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÔÒÅÚÁÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓÕÍÍÁ ËÁÔÅÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×-

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÒ£È ÕÇÌÏ×, �ÏÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÔÒ£È

ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ ÅÇÏ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ, ÒÁ×ÎÁ 90

Æ

.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ BC ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-

ËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÇÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ A, É ÄÅÌÉÔ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË �Ï�ÏÌÁÍ.

10. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CD Ë×ÁÄÒÁÔÁ ABCD ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K É H ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,

�ÒÉÞ£Í KC = 2KB É HC = HD. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÇÌÏ× AKB É AKH.

11. ãÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÕ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

1
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ДАЛЕКО-ДАЛЕКО
НА ЛУГУ ПАСУТСЯ КО...

Коза—точечное, но очень прожорливое существо, способное
съесть всю траву, до которой только сможет дотянуться. Поэтому
коз держат на привязи.

1. Вобьём на лужайке колышек и верёвкой привяжем к нему козу. На каком
участке коза съест траву?

2. Треугольник Рело—криволинейный треугольник, сторонами которого явля-
ются дуги трёх равных окружностей с центрами в вершинах равностороннего
треугольника ABC радиусов, равных стороне этого треугольника (см. рис.). При-
думайте такую систему колышков и верёвок, чтобы коза съела траву на участке
в форме треугольника Рело.

3. Вобьём два колышка в точках A и B. Натянем между ними верёвку. На
верёвку AB наденем колечко, которое может по ней скользить. А к колечку верёвкой
привяжем козу K. Какую форму будет иметь выеденный участок?

4. Рафаил Калманович прогуливается по лугу, держа козу на поводке длиной
1 м. Путь Рафаила Калмановича проходит по сторонам прямоугольника 3× 5 м.
Нарисуйте участок, на котором коза съест траву.

5. Придумайте такую систему колышков, колечек и верёвок, чтобы выеден-
ный козой участок имел форму: а) полукруга; б) четверти круга; в) квадрата;
г) параллелограмма; д) правильного шестиугольника.

Собака—точечное существо, не пускающее коз в те точки, до которых может
само добраться. Чтобы собаки не мешали козам питаться, собак тоже при-
вязывают.

6. К одному и тому же колышку привязаны коза верёвкой длины a и собака
верёвкой длины b, a>b. На каком участке коза съест траву?

7. При помощи трёх собак на привязи «ограничьте» козу без привязи так,
чтобы выеденный ей участок имел форму равностороннего треугольника.

8. При помощи собак «ограничьте» непривязанную козу пятиконечной звездой.

9. а) При помощи одной собаки организуйте выпас четырёх коз, привязанных
к одному колышку равными по длине верёвками, так, чтобы козам достались равные
участки луга.

б) При помощи пяти собак организуйте выпас четырёх коз без привязи так,
чтобы козам достались равные участки луга.

10. а) Колышки вбиты в вершинах квадрата ABCD, между ними натянуты верёвки.
Через колечко на ошейнике козы и колечки на верёвках AB, BC, CD, DA продета
ещё одна верёвка (см. рис.). Какова форма участка, на котором коза съест траву?

б) Колышки вбиты в вершинах равностороннего треугольника ABC, между ними
натянуты верёвки. Через колечко на ошейнике козы и колечки на верёвках AB,
BC, CA продета ещё одна верёвка (см. рис.). Какова форма участка, на котором
коза съест траву?

в) Колышки вбиты в вершинах правильного шестиугольника ABCDEF, между
ними натянуты верёвки. Через колечко на ошейнике козы и колечки на верёвках
AB, BC, CD, DE, EF, FA продета ещё одна верёвка (см. рис.). Какова форма
участка, на котором коза съест траву?

11. Колышки вбиты в точках A и B, между ними натянута верёвка длины AB=a.
На верёвку надето колечко k. Вторая верёвка длины b≤a привязана одним концом
к колышку B, а вторым—к колечку k. Колечко на ошейнике козы K надето на
вторую верёвку (см. рис.). На каком участке коза съест траву?
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